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Introduction
L’acoustique non-line´aire de´crit la propagation d’ondes de forte amplitude, dites d’amplitude
finie, par opposition aux de´formations infinite´simales de l’approximation line´aire. Il s’agit e´galement
de caracte´riser le comportement des mate´riaux lorsqu’ils sont soumis a` des de´formations finies, la
propagation d’une onde acoustique n’e´tant que la re´ponse d’un milieu mate´riel a` une perturba-
tion me´canique. Comme c’est le cas pour la plupart des phe´nome`nes ondulatoires (interfe´rences,
diffraction, re´versibilite´), les effets observe´s en acoustique se retrouvent en optique (amplification
parame´trique, ge´ne´ration d’harmoniques).
Cette discipline a fait ses premiers pas il y a plus d’un sie`cle et demi, s’inte´ressant d’abord a` la
propagation d’ondes de choc dans les fluides. A la suite de la confirmation expe´rimentale des effets
de ge´ne´ration d’harmoniques et d’interaction d’ondes dans les anne´es 30, la premie`re estimation du
coefficient de non-line´arite´ de l’eau est attribue´e, par Blackstock [1], a` Langevin. Les effets non-
line´aires dans les solides sont bien plus difficilement observables que dans les fluides, mais leurs
applications sont appele´es a` se de´velopper graˆce aux progre`s de l’instrumentation. Elles portent
essentiellement sur la de´termination des constantes e´lastiques et la caracte´risation des mate´riaux
(suivi de la fatigue, proportion de diffe´rentes phases).
Ce travail re´unit l’e´tude de diffe´rents dispositifs expe´rimentaux de´die´s a` la caracte´risation des
proprie´te´s non-line´aires des mate´riaux et des champs de pression. Nous rappelons, dans la premie`re
partie, les lois de comportement qui de´finissent les coefficients de non-line´arite´ que nous mesurons,
ainsi que les principales caracte´ristiques de la propagation non-line´aire. La mise en e´quation est
re´alise´e dans les deux syste`mes de coordonne´es usuels des fluides et des solides, ce qui permet de
distinguer les diffe´rentes origines de la non-line´arite´. L’analogie des e´quations d’ondes (longitudi-
nales dans les solides ou de compression dans les fluides) autorise une re´solution commune, qui est
de´veloppe´e dans le cas de l’interaction d’ondes.
La deuxie`me partie porte sur des mesures de coefficients de non-line´arite´ par interaction d’ondes
longitudinales. La technique de´veloppe´e pour les fluides, au cours de la the`se de Christophe Barrie`re,
a e´te´ adapte´e pour eˆtre applique´e aux gels et aux solides. Ces expe´riences ne´cessitent une instru-
mentation pre´cise que nous avons mise au point, du transducteur a` l’e´lectronique d’acquisition et
de de´modulation. Nous pre´cisons les conditions expe´rimentales ne´cessaires au respect des approxi-
mations et nous montrons que cette me´thode est une alternative souple aux techniques usuelles.
Diffe´rentes configurations ont e´te´ teste´es et nous ont permis d’effectuer des mesures du coefficient
de non-line´arite´ de solides isotropes varie´s, de cristaux de Germanium et de diffe´rents fluides.
2 Introduction
La question de l’interaction d’ondes transversales s’est naturellement pre´sente´e a` la suite des
mesures dans les solides et les gels, et des travaux de the`se de Jean-Luc Gennisson. Graˆce au
dispositif d’imagerie ultra-rapide disponible au laboratoire, nous avons pu e´tudier la propagation
non-linaire d’ondes de cisaillement (≈ 100 Hz), ainsi que leur interaction. L’e´lasticite´ des solides
mous comme les gels d’agar-ge´latine utilise´s dans ces expe´riences est particulie`re (le module de
cisaillement est bien plus faible que celui de compression), c’est ce qui rend possible l’observation
d’effets de non-line´arite´ cubique. Nous nous sommes inte´resse´s aux mode`les qui de´finissent des
modules e´lastiques adapte´s a` ces mate´riaux, et en particulier au mode`le de milieu incompressible
inspire´ du de´veloppement de Landau. Nous pre´sentons les e´quations de propagation a` l’ordre trois,
pour une onde simple de polarisation rectiligne ou quelconque, ainsi que dans le cas d’un faisceau
d’ouverture Gaussienne. Du point de vue expe´rimental nous e´tudions diffe´rentes formes d’excita-
tion (onde simple ou me´lange d’ondes) ainsi que diffe´rentes formes de source (source plane, barre
d’e´lastographie 1D).
Enfin, la dernie`re partie porte sur l’application de l’interfe´rome´trie optique a` la mesure de fortes
pressions acoustiques (graˆce a` la re´flection d’un laser sur une membrane immerge´e dans l’eau), et
e´galement celle des faibles de´placements a` la surface d’un solide, associe´s a` la pression de radiation.
Le double he´te´rodynage du faisceau laser augmente d’autant la bande passante et diffe´rentes de´-
modulations (analogique et nume´riques) permettent de mesurer des pressions de´passant 40 MPa.
Nous avons e´galement re´alise´ des expe´riences visant a` mesurer la contrainte de radiation dans les
solides, qui induit un de´placement statique de l’interface sur laquelle se re´fle´chit un train d’ondes.
Nous avons e´tudie´ la de´pendance de ce de´placement en fonction de l’amplitude, de la dure´e de
l’impulsion, de la distance de propagation et du signe du coefficient de non-line´arite´.
Chapitre 1
Interaction non-line´aire d’ondes
acoustiques et e´lastiques
longitudinales
Ce chapitre rappelle les bases the´oriques de l’acoustique non-line´aire, ne´cessaires a` la compre´-
hension des travaux re´alise´s au cours de cette the`se. Nous de´velopperons en particulier l’analyse
sur laquelle repose notre me´thode de mesure des coefficients de non-line´arite´ des fluides et des
solides. Dans ces milieux, la propagation d’une onde correspond en ge´ne´ral a` des variations infini-
te´simales des grandeurs physiques (pression p, de´placement u1, vitesse v, masse volumique ρ...).
La line´arisation des e´quations d’e´quilibre et de la loi de comportement conduit a` l’e´quation d’onde
en re´gime line´aire. La prise en compte de variations d’amplitudes finies ne´cessite de de´velopper a`
un ordre adapte´ les e´quations du mouvement et les lois de comportement. Pour les ondes longitu-
dinales auxquelles nous nous inte´ressons dans ce premier chapitre, un de´veloppement quadratique
est suffisant. La description correcte des phe´nome`nes ondulatoires par des e´quations aux de´rive´es
partielles ne´cessite la connaissance de la loi de comportement du milieu de propagation. Dans les
fluides l’e´quation d’e´tat relie les variations de pression et de densite´. Dans les solides, la loi de Hooke
joue un roˆle analogue en reliant les contraintes aux de´formations.
Dans la premie`re partie de ce chapitre, nous introduisons les e´quations qui gouvernent la pro-
pagation non-line´aire dans les fluides. Nous rappelons les diffe´rentes approximations, les solutions
”classiques”, ainsi que les principales caracte´ristiques de la propagation : ge´ne´ration d’harmoniques
et interaction d’ondes.
Dans la deuxie`me section, nous examinons le cas des solides ; nous rappelons les de´finitions
des constantes et des modules e´lastiques du troisie`me ordre, ainsi que l’e´quation de propagation
non-line´aire dans l’approximation du deuxie`me ordre.
Enfin, une analogie avec les fluides nous permet d’interpre´ter physiquement l’origine des termes
non-line´aires de l’e´quation de propagation d’une onde longitudinale. Elle autorise e´galement une
re´solution commune, que nous re´alisons dans le cas de l’interaction d’ondes, et dans la cadre de
l’hypothe`se de faible non-line´arite´, adapte´e aux conditions expe´rimentales du chapitre 2. L’interac-
tion de deux ondes de fre´quences tre`s diffe´rentes est alors e´quivalente a` une modulation de phase
de l’onde de plus haute fre´quence.
1Les vecteurs sont note´s en caracte`res gras.
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Chapitre 1. Interaction non-line´aire d’ondes acoustiques et e´lastiques
longitudinales
1.1 Equations de conservation
Le mouvement des ”particules de fluide”ou des constituants d’un solide peut eˆtre de´crit en coor-
donne´es Lagrangiennes (a, t) ou Eule´riennes (x, t). Les variables d’Euler sont celles d’un re´fe´rentiel
lie´ a` l’observateur : les quantite´s sont calcule´es en un point fixe de l’espace. Celles de Lagrange sont
de´finies par les positions des particules a` l’instant initial (e´tat de repos). Une particule est donc
”suivie”dans son mouvement. L’usage de l’un ou l’autre de ces syste`mes de´pend de la situation phy-
sique. Pour mode´liser la propagation d’une onde dans un solide, on pre´fe`re suivre le de´placement
des particules autour de leurs positions d’e´quilibre. Dans le cas des fluides, les variables d’Euler
sont plus couramment utilise´es. L’acoustique les emprunte a` l’hydrodynamique, ou` elles permettent
de de´crire plus simplement les e´coulements.
La relation entre les deux descriptions est donne´e par l’e´volution de la position du point mate´riel,
repe´re´ par sa position ”au repos” a, en fonction du temps : x = χ(a, t). Une grandeur g (scalaire,
vectorielle ou tensorielle) est note´e g(x, t) ou G(a, t) = g(χ(a, t), t), suivant que sa de´pendance est
exprime´e en coordonne´es spatiale ou mate´rielle.
Les de´placements U et u (respectivement dans les coordonne´es mate´rielles et spatiales) sont
de´finis par :
U(a, t) = x− a = u(x, t) = u (χ(a, t), t) . (1.1)
La de´rivation par rapport au temps de´pend de la description choisie. Il s’agit d’une simple de´rive´e
partielle, calcule´e a` a fixe´, si la grandeur est exprime´e en fonction des coordonne´es mate´rielles. Elle
fait intervenir une de´rive´e par rapport aux coordonne´es d’espace si g est exprime´e en fonction des
coordonne´es spatiales2 :
dG(a, t)
dt
=
∂g(x, t)
∂t
+
∂g(x, t)
∂xk
∂xk
∂t
, (1.2)
autrement dit :
DG(a, t)
Dt
=
∂G(a, t)
∂t
∣∣∣∣
a
=
Dg(x, t)
Dt
. (1.3)
La vitesse particulaire d’un point mate´riel est de´finie comme la tangente a` la trajectoire au
point de coordonne´es a : V(a, t) = ∂χ∂t
∣∣∣
a
(a, t) = dUdt , ou` χ(a, t) est la trajectoire de la particule
initialement situe´e en a. En variable d’Euler, la vitesse est donne´e par : v(x, t) = DxDt (x, t) (il s’agit
de la vitesse d’une particule qui ”passe” au point ge´ome´trique x). On a donc V (a, t) = v(χ(a, t), t),
puisque l’on confond x (coordonne´es d’espace dans le re´fe´rentiel d’Euler) avec la trajectoire de la
particule initialement situe´e en a : χ(a, t). V et v sont donc deux fonctions distinctes, repre´sentant
la meˆme grandeur physique.
D’apre`s la relation (1.2), la vitesse particulaire : V(a, t) (celle de la particule identifie´e par sa
position initiale a) et la quantite´ vl(x, t) =
(
∂u
∂t
)
x
au point ge´ome´trique x (appele´e vitesse locale),
sont relie´es par :
V(a, t) = vl(x, t) +V · grad(u), (1.4)
2Nous adoptons ici la convention de sommation des indice re´pe´te´s, dite convention d’Einstein (sommation sur
l’indice k dans l’e´quation (1.2)).
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ou` le deuxie`me terme, a` droite de l’e´galite´, est appele´ vitesse de convection. Cette relation est
souvent e´crite sous la forme suivante :
dU
dt
=
Du
Dt
=
(
∂
∂t
+Vp · ∇
)
u. (1.5)
En hydrodynamique, ou en acoustique line´aire, v et vl sont identiques, mais en ge´ne´ral seules V
ou v ont un sens physique et interviennent directement dans les e´quations de conservation.
La de´rive´e particulaire D, est note´e dans la suite comme la de´rive´e droite d (des grandeurs
Lagrangiennes) : nous les distinguerons par les grandeurs auxquelles elles s’appliquent. Les deux
descriptions sont e´quivalentes en acoustique line´aire (au premier ordre en perturbation) : elles
conduisent aux meˆmes e´quations d’ondes3.
Les e´quations de propagation des ondes acoustiques dans un fluide compressible ou dans un solide
e´lastique se de´duisent des e´quations de conservation de la masse, de la quantite´ de mouvement et
de l’e´nergie. Les e´quations de conservation locales s’expriment simplement dans la repre´sentation
Eule´rienne [2], [3], [4] :
– Conservation de la masse :
dρ
dt
+ ρ
∂vj
∂xj
= 0. (1.6)
– Conservation de la quantite´ de mouvement (deuxie`me loi de Newton) :
ρ
dvj
dt
=
∂Tij
∂xj
, (1.7)
ou` Tij est le tenseur des contraintes.
– Conservation de l’e´nergie (premier principe de la thermodynamique) :
ρ
de
dt
− Tij ∂vi
∂xj
+
∂qj
∂xj
= 0, (1.8)
ou e est la densite´ d’e´nergie interne par unite´ de masse (spe´cifique) et q le vecteur densite´ de
flux de chaleur.
1.2 Milieu fluide
Dans un fluide parfait, les contraintes sont dues a` la pression hydrostatique p. Elles sont toutes
normales a` l’e´le´ment de surface :
Tij = −pδij . (1.9)
Cette loi n’est plus valable dans un fluide visqueux, pour lequel il faut introduire des contraintes
d’origine dissipative τ ij (qui ne sont pas ne´cessairement normales a` l’e´le´ment de surface) :
Tij = −pδij + τ ij , (1.10)
3Elles conduisent parfois, a` partir du deuxie`me ordre, a` des re´sultats diffe´rents, comme dans le cas de la pression
de radiation (voir § 4.2).
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qui traduisent notamment le transfert d’e´nergie me´canique en chaleur. D’apre`s le premier principe
de la thermodynamique, la quantite´ de chaleur δq dissipe´e dans le volume V = 1/ρ occupe´ par
l’unite´ de masse est relie´e au travail −pdV des forces de pression et a` la variation d’e´nergie interne
spe´cifique :
de = δq − pd
(
1
ρ
)
= δq +
p
ρ2
dρ. (1.11)
Compte-tenu de l’e´quation de conservation de la masse, il vient :
ρ
δq
dt
= ρ
de
dt
− p
ρ
dρ
dt
= ρ
de
dt
+ p
∂vj
dxj
, (1.12)
Si les compressions et les dilatations dues a` l’onde acoustique sont suffisamment ”lentes”, d’apre`s le
second principe de la thermodynamique, les particules de fluide sont en e´quilibre thermodynamique
(principe de l’e´tat local associe´) :
δq = Tds, (1.13)
ou` T est la tempe´rature absolue et s(p, ρ) la densite´ spe´cifique d’entropie. L’e´nergie interne est alors
une fonction des variables s et ρ : e(s, ρ), dont la diffe´rentielle est :
de = Tds+
p
ρ2
dρ. (1.14)
Compte tenu de l’e´quation de conservation de l’e´nergie, la cre´ation d’entropie est re´gie par la
relation :
ρT
ds
dt
= (Tij + pδij)
∂vi
dxj
− ∂qj
xj
. (1.15)
Le remplacement du flux de chaleur q par −κ∇T (loi de Fourier, re´gissant le transport diffusif de la
chaleur), ou` κ est la conductivite´ thermique du fluide et le report de la contrainte (1.10) conduisent
a` l’e´quation de l’entropie :
ρT
ds
dt
= τ ij
∂vi
dxj
+ κ∆T. (1.16)
La re´solution de cette e´quation est tre`s simple dans le cas du fluide parfait pour lequel les termes
dissipatifs du second membre, dus a` la viscosite´ et a` la conductivite´ thermique, sont ne´gligeables.
En effet, en l’absence d’e´change thermique entre les diffe´rentes re´gions du fluide et de cre´ation de
chaleur par dissipation, les grandeurs e´voluent adiabatiquement. Si, de plus, le milieu est homoge`ne,
l’entropie se conserve : s = s0 = cste.
Inde´pendamment de la loi de comportement du milieu, les e´quations (1.7) et (1.6) qui s’e´crivent,
pour un fluide parfait dans la repre´sentation eule´rienne :
ρ
(
∂vi
∂t
+ vj
∂vi
∂xj
)
+
∂p
∂xi
= 0 et
(
∂ρ
∂t
+ vj
∂ρ
∂xj
)
+ ρ
∂vj
∂xj
= 0, (1.17)
comportent des termes non-line´aires. La non-line´arite´ de l’e´quation de conservation de la masse
provient de l’advection (ou convection), c’est a` dire de l’entraˆınement du milieu mate´riel (fluide ou
solide) lors du passage de l’onde. Elle n’a pas d’e´quivalent en e´lectromagne´tisme, car ces ondes ne
de´placent pas le milieu au cours de leur propagation. Elle n’apparaˆıt pas explicitement en coordon-
ne´es de Lagrange, ou` la particule est suivie dans son mouvement (voir paragraphe 1.4.1).
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L’autre origine de la non-line´arite´ en acoustique re´side dans la re´ponse du milieu a` la sollicitation
de l’onde. Cette re´ponse est de´crite par la loi de comportement thermodynamique du milieu ou
e´quation d’e´tat.
1.2.1 Lois de comportement
Pour un gaz parfait, l’e´quation d’e´tat s’e´crit :
p = p0
(
ρ
ρ0
)γ
e(s−s0)/cv , (1.18)
ou` γ = cp/cv est le rapport des capacite´s calorifiques a` pression et volume constants cp et cv,
et l’indice 0 correspond aux grandeurs au repos. La propagation d’une perturbation me´canique
est ge´ne´ralement conside´re´e comme adiabatique et re´versible, car les e´changes de chaleur peuvent
eˆtre ne´glige´s devant ceux de quantite´ de mouvement qui s’effectuent plus rapidement4. Avec cette
hypothe`se isentropique, le de´veloppement de l’e´quation (1.18) a` l’ordre 2 en variation relative de
masse volumique s’e´crit :
p− p0 = p0γ
(
ρ− ρ0
ρ0
)
+
p0γ(γ − 1)
2
(
ρ− ρ0
ρ0
)2
. (1.19)
Le rapport des coefficients qui ponde`rent les termes d’ordres 1 et 2 vaut γ − 1. Ce coefficient
caracte´rise l’importance du terme non-line´aire de l’e´quation d’e´tat relativement au terme line´aire.
En re´gime line´aire, la vitesse du son est de´finie (autour de l’e´tat d’e´quilibre (p0, ρ0, s0)) par :
c20 =
(
∂p
∂ρ
)
s,ρ=ρ0
, (1.20)
soit pour un gaz parfait :
c20 =
γp0
ρ0
=
1
ρχ
, (1.21)
avec le coefficient de compressibilite´ χ tel que :
1
χ
= ρ
(
∂p
∂ρ
)
s,ρ=ρ0
. (1.22)
L’e´nergie interne d’un liquide5, contrairement a` celle d’un gaz parfait, n’est pas uniquement
d’origine cine´tique. La prise en compte des interactions mole´culaires qui y contribuent est complexe,
ce qui ne permet pas d’obtenir une e´quation d’e´tat ”universelle”. L’e´quation d’e´tat d’un liquide est
donc prise sous la forme d’un de´veloppement de Taylor (dont l’ordre sera discute´ plus loin), base´
4On conside`re ici la diffusion thermique pour des e´changes de chaleur a` l’e´chelle de la particule fluide. A l’e´chelle
microscopique, il n’en est pas de meˆme puisque les temps de relaxation sont bien plus faibles que la dure´e caracte´ris-
tique des de´formations (c’est le cas des phonons thermiques qu’on ne´glige en me´canique des milieux continus, de la
vitesse caracte´ristique des particules dans un gaz ou encore des temps de relaxation mole´culaire dans un liquide).
5Ou plus ge´ne´ralement celle d’un fluide non-parfait.
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sur l’hypothe`se de faibles variations des grandeurs p, ρ et s autour de l’e´tat d’e´quilibre (p0, ρ0, s0) :
p− p0 = Al
(
ρ− ρ0
ρ0
)
+
Bl
2!
(
ρ− ρ0
ρ0
)2
+
(
∂p
∂s
)
ρ,s=s0
(s− s0) , (1.23)
avec :
Al = ρ0
(
∂p
∂ρ
)
s,ρ=ρ0
= ρ0c
2
0, (1.24)
et Bl = ρ20
(
∂2p
∂ρ2
)
s,ρ=ρ0
. (1.25)
La de´finition du rapport Bl/Al comme parame`tre de non-line´arite´ thermodynamique est attribue´e
a` Beyer [5]. Comme nous le verrons au paragraphe 1.2.2, c’est un coefficient β = 1 + Bl2Al qui
intervient dans l’e´quation d’onde. Il re´unit les contributions thermodynamique et convective a`
la non-line´arite´. Sous cette forme (1.23), l’e´quation d’e´tat permet d’e´tablir une e´quation d’onde
de´crivant la propagation en tenant compte des effets non-line´aires a` l’ordre 2 et de la dissipation a`
l’ordre 1. En effet, on ne´glige les termes d’ordre supe´rieur a` 1 en variation d’entropie, ainsi que les
termes comportant des de´rive´es croise´es (par rapport a` s et ρ) : la dissipation est conside´re´e comme
line´aire.
Nous obtenons la correspondance entre les coefficients de non-line´arite´ du gaz et du fluide en
identifiant les e´quations (1.23) et (1.19) : BlAl ⇔ γ − 1. Si le lien entre le coefficient de non-line´arite´
acoustique et le rapport des capacite´s calorifiques est direct pour un gaz, il n’en est pas de meˆme
pour un liquide. La diffe´rence des capacite´s calorifiques d’un liquide s’exprime [6] :
cp − cv = T0α
2AlT
ρ0
, (1.26)
et leur rapport est donne´ par :
cp
cv
=
Al
AlT
, (1.27)
ou` Al et AlT = ρ0
(
∂p
∂ρ
)
T,ρ=ρ0
sont respectivement les modules d’e´lasticite´ isentropique et isotherme
(ou coefficients d’incompressibilite´) et α = −1ρ
(
∂ρ
∂T
)
p,T=T0
= 1V
(
∂V
∂T
)
p,T=T0
, est le coefficient de
dilatation thermique6. Dans le cas ou` la propagation des ondes acoustiques est conside´re´e comme
une transformation isentropique, le coefficient Bl s’e´crit :
Bl = ρ20
(
∂2p
∂ρ2
)
s,ρ=ρ0
= ρ20
(
∂c2
∂ρ
)
s,ρ=ρ0
= 2ρ20c
3
0
(
∂c
∂p
)
s,ρ=ρ0
. (1.28)
Le coefficient de non-line´arite´ thermodynamique peut alors eˆtre mis sous la forme :
Bl
Al
= 2ρ0c0
(
∂c
∂p
)
s,ρ=ρ0
. (1.29)
6Coppens [7] utilise un coefficient de compressibilite´ adiabatique Ks de´pendant de la masse volumique et de´fini
de la manie`re suivante : 1
Ks
= ρ

∂p
∂ρ

s
= ρ
ρ0
h
Al +Bl

ρ−ρ0
ρ0
i
. Il regroupe donc les effets line´aire et non-line´aire
quadratique et permet une comparaison avec les donne´es des tables thermodynamiques.
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Ici, c est la vitesse du son effective du milieu (tenant compte de la variation induite par les effets
non-line´aires), diffe´rente de celle de´finie par l’expression (1.20) en acoustique line´aire. Avec cette
expression (1.29), l’interpre´tation physique du coefficient de non-line´arite´ thermodynamique est
directe : il donne la variation de ce´le´rite´ induite par la pression acoustique.
Le de´veloppement de l’e´quation d’e´tat a` l’ordre 3 (en variation relative de masse volumique)
de´fini un coefficient Cl qui ponde`re le terme supple´mentaire. Il pre´sente un inte´reˆt limite´, puisque
les contributions qu’il implique dans l’e´quation d’onde sont ge´ne´ralement ne´gligeables, comme le
montre l’expe´rience. Jusqu’a` re´cemment, aucune mesure directe de Cl n’avait e´te´ re´alise´e [1]. Seule
une relation entre les rapports Cl/Al et Bl/Al, e´tait donne´e par Coppens [7] :
Cl
Al
=
3
2
(
Bl
Al
)2
+ 2ρ20c
3
0
(
∂2c
∂p2
)
s,p=p0
. (1.30)
Le deuxie`me terme peut y eˆtre ne´glige´, sa contribution e´tant estime´e a` moins de 1%, a` partir des
valeurs de
(
∂2c
∂p2
)
s
mesure´es dans l’e´thanol. Dans un article paru en 2003, le rapport Cl/Al a e´te´
calcule´ the´oriquement (a` partir d’une de´finition de la vitesse du son e´tablie par Schaaffs [8], reposant
sur l’application d’une e´quation d’e´tat de Van der Waals aux liquides organiques) [9]. Des mesures
par ge´ne´ration d’harmonique sont en accord avec les valeurs obtenues par le calcul. Elles confirment
la faiblesse des effets d’ordre trois.
1.2.2 Equations d’onde
L’e´quation d’onde est obtenue en combinant les e´quations de conservation de la masse, de la
quantite´ de mouvement et de l’e´nergie, avec l’e´quation d’e´tat. Pour estimer l’ordre de grandeur
des diffe´rents termes, on proce`de a` l’adimensionnement des e´quations. Les nombres sans dimension
qui apparaissent sont fonction des constantes du proble`me, de l’ordre de grandeur des quantite´s
physiques, et e´ventuellement de leurs e´chelles caracte´ristiques d’e´volution. Les grandeurs physiques
sont e´crites : p = p0 + p ′, ρ = ρ0 + ρ ′ et s = s0 + s ′, ou` p ′, ρ ′ et s ′ sont les variations de
pression, de masse volumique et d’entropie lie´es au passage de l’onde7. Les quantite´s sans dimension
correspondantes s’e´crivent :
v˜ =
v
v0
,
p˜ =
p ′
ρ0c0v0
=
p ′
ρ0c
2
0M
,
ρ˜ =
ρ ′
Mρ0
,
et s˜ =
s ′
σ
, (1.31)
7Le milieu de propagation est suppose´ au repos (pas de mouvement d’ensemble) avant le passage de l’onde. La
vitesse particulaire v est seulement due au passage de l’onde.
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ou` v0 = |v| est l’ordre de grandeur de la vitesse particulaire, M = v0c0 est le nombre de Mach acous-
tique, qui, comme nous le verrons, caracte´rise l’importance des termes non-line´aires des e´quations
de conservation, et σ est l’ordre de grandeur des variations d’entropie acoustique. Pour simplifier le
proble`me, on suppose que les variations d’entropie sont d’un ordre de grandeur infe´rieur aux autres
grandeurs caracte´risant l’onde acoustique : σ = O(M2). Dans les e´quations bilan, on remplace les
grandeurs ”dimensionne´es” par leurs expressions en fonction des quantite´s adimensionne´es. L’adi-
mensionnement des variables t et z induit celui des de´rivations temporelles et spatiales, qui sont
remplace´es de la manie`re suivante :
t˜ = ωt ⇒ ∂
∂t
⇔ ω ∂
∂t˜
,
et z˜ = kz =
ω
c0
z ⇒ ∇⇔ ω
c0
∇˜, (1.32)
ou` ω est une fre´quence caracte´ristique de la perturbation et k est le nombre d’onde correspondant.
D’une manie`re ge´ne´rale le tenseur des contraintes visqueuses s’exprime par : τ ij = ηijklDkl, ou`
ηijkl est le tenseur des viscosite´s et Dij =
1
2
(
∂vi
∂xj
+ ∂vj∂xi
)
= ∂Sij∂t celui des taux de de´formation. Sa
de´composition en contraintes normales et tangentielles, de´finit pour un milieu isotrope, les viscosite´s
de volume ζ 8 et de cisaillement η :
τ ij =
(
ζ − 2
3
η
)
Dkkδij + 2ηDij . (1.33)
Cette expression permet d’aboutir a` la forme suivante des e´quations de conservation de la quantite´
de mouvement et de l’e´nergie :
ρ
dv
dt
+∇p = η∇2v+
(
ζ +
η
3
)
∇ (∇ · v) , (1.34)
ρT
ds
dt
= κ∆T + ζ (∇ · v)2 + η
2
∑
i,j=1,2,3
(
∂vi
∂xj
+
∂vj
∂xi
− 2
3
δij∇ · v
)2
. (1.35)
L’e´quation de conservation de la masse (1.6) est adimensionne´e a` l’aide des relations (1.31) et
(1.32) :
∂ρ˜
∂t˜
+ ∇˜ · v˜ = −Mρ˜∇˜v˜−M v˜ · ∇˜ρ˜. (1.36)
Elle comporte a` gauche, deux termes line´aires, et a` droite les contributions non line´aires quadra-
tiques d’ordre M .
Pour la conservation de la quantite´ de mouvement (1.34), nous obtenons :
∂v˜
∂t˜
+ ∇˜p˜ = −Mρ˜∂v˜
∂t˜
−M v˜ · ∇˜v˜+ ωη
ρ0c
2
0
[
∇˜2v˜+
(
ζ
η
+
1
3
)
∇˜
(
∇˜ · v˜
)]
+O(M2). (1.37)
8La viscosite´ de volume ζ est de´finie a` partir du second coefficient de viscosite´ : η′ = ζ − 2η
3
, qui apparaˆıt
plus directement dans l’expression du tenseur des contraintes visqueuses. Les coefficients η′ et η sont formellement
analogues aux modules e´lastiques de Lame´ λ et µ.
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Les coefficients des diffe´rentes termes sont du meˆme ordre : M ≈ 10−5 et ωη
ρ0c
2
0
≈ 10−5, pour des
ultrasons dans l’eau (avec les valeurs donne´es page 13 et dans le tableau 1.1), il est donc justifie´ de
conserver ces termes, et de ne´gliger ceux d’ordre M2.
Les relations : ∇ (∇ · v) = ∇2v+∇∧∇∧v et (v · ∇)v = 12∇v2 − v∧∇∧v sont alors introduites
dans l’e´quation (1.37) pour faire apparaˆıtre les termes comprenant le rotationnel du champ de
vitesse. Ces termes, relatifs a` la vorticite´, peuvent eˆtre ne´glige´s (∇˜∧v˜ ≈ 0), si l’on conside`re un
champ de vitesse irrotationnel, et que l’on se place loin de frontie`res rigides. Nous aboutissons a` la
forme suivante :
∂v˜
∂t˜
+ ∇˜p˜ = −Mρ˜∂v˜
∂t˜
− M
2
∇˜v˜2 + ξ∇˜2v˜+O(M2), (1.38)
avec ξ = ω
ρ0c
2
0
(
ζ + 43η
)
9.
Pour l’e´quation d’e´tat (1.23), il vient :
p˜ = ρ˜+
BlM
2Al
ρ˜2 +
(
∂p˜
∂s˜
)
ρ,s=s0
s˜+O
(
M2
)
. (1.39)
Pour e´tablir l’e´quation de propagation non line´aire quadratique, nous introduisons dans les termes
d’ordre 2 les expressions reliant les grandeurs physiques en re´gime line´aire. Les quantite´s ne´glige´es
sont alors d’ordre 3 (O
(
M2
)
dans les e´quations adimensionne´es). En re´gime line´aire, les e´quations
(1.36), (1.38) et (1.39) s’e´crivent :
∂ρ˜
∂t˜
= −∇˜ · v˜+O (M) , (1.40a)
∂v˜
∂t˜
= −∇˜p˜+ ξ∇˜2v˜+O (M) , (1.40b)
p˜ = ρ˜+
(
∂p˜
∂s˜
)
ρ,s=s0
s˜+O (M) . (1.40c)
Ces expressions se simplifient encore si l’on ne´glige le couplage entre la viscosite´ d’une part (pour
(1.40b)), l’entropie d’autre part (pour (1.40c)) et les non-line´arite´s acoustiques. On ne conserve
alors que le premier terme de droite dans chacune des e´quations pre´ce´dentes.
Le premier terme de droite de l’e´quation (1.36) s’exprime alors, en utilisant les relations (1.40a)
et (1.40c) : −ρ˜∇˜v˜ = p˜∂p˜
∂t˜
= 12
∂p˜2
∂t˜
. Le deuxie`me terme devient, avec la relation (1.40b) : −v˜ · ∇˜ρ˜ =
v˜∂v˜
∂t˜
= 12
∂v˜2
∂t˜
. On trouve alors l’e´quation (1.36) sous la forme :
∂ρ˜
∂t˜
+ ∇˜ · v˜ =M
[
∂p˜2
∂t˜
+
∂L˜
∂t˜
]
, (1.41)
ou` L˜ est la densite´ Lagrangienne d’e´nergie adimensionne´e10 :
L˜ =
1
2
(
v˜2 − p˜2) . (1.42)
9Ce coefficient peut eˆtre exprime´ comme le rapport M
Re
, ou` Re = ρ0c0v0
ω(ζ+ 43 η)
est l’e´quivalent acoustique du nombre de
Reynolds (la longueur d’onde joue le roˆle de la longueur caracte´ristique), qui compare les termes inertiels et visqueux
dans les e´quation de l’hydrodynamique.
10Sa de´finition ge´ne´rale est la diffe´rence des e´nergies cine´tique et potentielle : L = 1
2
ρ0v
2 − w, qui s’exprime pour
une onde acoustique en re´gime line´aire : L = 1
2

ρv2 − p2
ρ0c
2
0

.
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En proce´dant de meˆme pour l’e´quation (1.38), nous obtenons :
∂v˜
∂t˜
+ ∇˜p˜ = ξ∇˜2v˜−M∇˜L˜. (1.43)
Le traitement du bilan d’e´nergie (1.35) ne´cessite e´galement des approximations. Loin des fron-
tie`res, les termes visqueux sont ne´gligeables, leur influence e´tant confine´e dans une couche d’e´pais-
seur tre`s infe´rieure a` la longueur d’onde. On peut le montrer en conside´rant les modes correspondant
a` la production d’entropie et a` la vorticite´, qui sont gouverne´s par une e´quation de diffusion [1], [10].
On ne´glige donc les deux derniers termes a` droite dans l’e´quation (1.35). La variation d’entropie ne
de´pend alors que du laplacien de T , que l’on cherche a` exprimer en fonction de la vitesse [6] :
ρ0
∂s
∂t
=
κ
T0
∆T. (1.44)
Avec l’approximation d’ordre 1 : T ′ = ∂T∂p p
′, la relation (1.44) s’e´crit :
ρ0
∂s ′
∂t
=
κ
T0
∂T
∂p
∆p ′ ≈ −ρ0
κ
T0
∂T
∂p
∇ · ∂v
∂t
. (1.45)
En inte´grant par rapport au temps, on obtient la variation d’entropie :
s ′ = − κ
T0
(
∂T
∂p
)
s
∇ · v. (1.46)
On utilise alors la relation thermodynamique (1.26) sous la forme :
cp − cv = T0
(
∂V
∂T
)
p
(
∂p
∂T
)
V
,
ainsi que l’expression suivante, e´tablie a` partir des relations de Maxwell applique´es a` l’enthalpie :(
∂T
∂p
)
s
=
(
∂V
∂s
)
p
=
(
∂V
∂T
)
p
(
∂T
∂s
)
p
= T0
cp − cv
cp cv
1(
∂p
∂s
)
V
.
On obtient finalement le troisie`me terme de l’e´quation d’e´tat :(
∂p
∂s
)
ρ, s0
s ′ = −κ
(
1
cv
− 1
cp
)
∇ · v. (1.47)
L’adimensionnement (1.39) de l’e´quation d’e´tat (1.23) peut alors eˆtre mis sous la forme :
p˜ = ρ˜+
BlM
2Al
ρ˜2 − κω
ρ0c
2
0
(
1
cv
− 1
cp
)
∇˜ · v˜. (1.48)
Pour e´tablir une e´quation d’onde en pression, nous l’inversons en utilisant les relations (1.40a) et
(1.40c) :
ρ˜ = p˜− BlM
2Al
p˜2 − θ∂p˜
∂t˜
, (1.49)
avec θ = κω
ρ0c
2
0
(
1
cv
− 1cp
)
.
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Enfin, pour e´tablir l’e´quation d’onde, on soustrait la de´rive´e temporelle de l’e´quation (1.41) au
gradient de l’e´quation (1.38). On y introduit ensuite l’e´quation (1.49). L’hypothe`se d’un champ
de vitesse irrotationnel et la substitution des relations a` l’ordre 1 sont tour a` tour applique´es :
∇˜2v˜ ≈ ∇˜
(
∇˜ · v
)
= −∇˜
(
∂p˜
∂t˜
)
+O (M).
Nous obtenons alors une e´quation d’onde non line´aire quadratique en pression, initialement
e´tablie par Aanonsen [11] :
∂2p˜
∂t˜2
− ∇˜2p˜− b˜∂
3p˜
∂t˜3
=Mβ
∂2
(
p˜2
)
∂t˜2
+M
(
∂2
∂t˜2
+ ∇˜2
)
L˜. (1.50)
β est le coefficient de non line´arite´ du fluide, combinant les effets convectif et thermodynamique. Il
est de´fini par la relation :
β = 1 +
Bl
2Al
. (1.51)
Dans le terme de gauche, on reconnaˆıt l’ope´rateur de propagation line´aire et un terme d’absorp-
tion (qui regroupe les effets de la viscosite´ et de la diffusion thermique), dont le coefficient s’e´crit :
b˜ = ξ + θ =
ω
ρ0c
2
0
(
ζ +
4
3
η
)
+
κω
ρ0c
2
0
(
1
cv
− 1
cp
)
. (1.52)
Le parame`tre ξ de´termine le poids de la viscosite´ (le rapport ζ/η est ge´ne´ralement de l’ordre
de l’unite´ pour les liquides). Le parame`tre θ de´termine l’importance de la diffusion thermique.
Pour comparer ces deux effets, nous pouvons donner une estimation de ξ et θ pour l’eau, dans
les conditions usuelles (tempe´rature et pression ambiantes), en fonction de la fre´quence : ξ/f ≈
1, 2.10−4 MHz−1 et θ/f ≈ 4, 5.10−8 MHz−1 (avec η = 10−2 Poise = 10−3 Pa.s, ζ/η = 3,
κ = 0.1 Wm−1K−1, cp = 75, 3 J.mol−1.K−1 et cv = 74, 4 J.mol−1.K−1)11. Dans ce cas pre´cis, la
diffusion thermique peut donc eˆtre ne´glige´e devant la viscosite´.
A droite de l’e´quation (1.50), le premier terme, ponde´re´ par le coefficient de non-line´arite´ β du
fluide, regroupe les non-line´arite´s cumulatives (convective et thermodynamique).
Le deuxie`me terme non line´aire fait intervenir la densite´ Lagrangienne d’e´nergie L. Pour l’inter-
pre´ter, e´crivons les relations entre les diffe´rentes grandeurs acoustiques en re´gime non line´aire. La
vitesse e´tant irrotationnelle, elle de´rive d’un potentiel φ : v = −∇φ. Ce dernier est adimensionne´ :
φ = c0Mk φ˜ . En ne´gligeant le terme thermo-visqueux de l’e´quation de conservation de la quantite´
de mouvement 1.43, nous exprimons la pression en fonction du potentiel :
p˜ =
∂φ˜
∂t˜
−ML˜+O (M2) . (1.53)
L˜ intervient donc dans l’expression localement non line´aire de la pression en fonction du potentiel. Le
second terme non line´aire de l’e´quation d’onde (1.50) traduit donc l’existence de ces ”non line´arite´s
locales”. Lorsque les ondes sont e´mises par une source directive, l’effet de ce terme local sur la
11Pour les valeurs nume´riques, se re´fe´rer a` [1] et aux sites web : http //webbook.nist.gov et
http //scienceworld.wolfram.com/physics/.
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propagation est ne´gligeable devant celui du terme cumulatif, de`s que la distance de propagation
atteint environ une longueur d’onde. Pour une onde plane, l’e´quipartition des e´nergies cine´tique et
potentielle se traduit par l’annulation de la densite´ Lagrangienne d’e´nergie12. L’e´quation de´crivant
la propagation non line´aire d’une onde plane ne comporte donc pas de terme local.
En variables dimensionne´es, l’e´quation d’onde (1.50) s’e´crit :
∂2p
∂t2
− c20∆p− b
∂3p
∂t3
=
β
ρ0c
2
0
∂2p2
∂t2
+
(
∂2
∂t2
+ c20∆
)
L, (1.54)
avec le coefficient d’absorption, homoge`ne a` une dure´e (caracte´ristique des phe´nome`nes de relaxa-
tion) :
b =
1
ρ0c
2
0
[(
ζ +
4
3
η
)
+ κ
(
1
cv
− 1
cp
)]
. (1.55)
La pression s’exprime en fonction du potentiel a` partir de la relation (1.53) :
p = ρ0
∂φ
∂t
− ρ0
2
(∇φ)2 + ρ0
2c20
(
∂φ
∂t
)2
. (1.56)
En introduisant cette expression dans l’e´quation (1.54), nous obtenons l’e´quation de propagation
non line´aire quadratique en potentiel, introduite par Kuznetsov en 1971 [12] (on regroupe dans le
terme de droite, deux terme de l’e´quation en pression (1.54), a` l’aide des relation d’ordre 1 en M) :
∂2φ
∂t2
− c20
(
1 + b
∂
∂t
)
∆φ =
∂
∂t
(
(∇φ)2 + 1
c20
Bl
2Al
(
∂φ
∂t
)2)
. (1.57)
Cette formulation de l’e´quation d’onde ne se´pare pas les effets non line´aires cumulatif et local.
En revanche, elle met clairement en e´vidence les deux origines physiques de la non line´arite´ en
acoustique (la convection avec le terme (∇φ)2 = v2, et la non line´arite´ thermodynamique avec le
terme Bl2Al
(
∂φ
∂t
)2
= Bl2Al
p2
ρ20
).
Examinons maintenant la propagation non line´aire d’une onde quasi-plane en milieu absor-
bant. Pour une telle onde, l’e´quation de propagation en pression (1.54) se re´duit a` l’e´quation de
Westervelt13 [13] :
∂2p
∂t2
− c20∆p− b
∂3p
∂t3
=
β
ρ0c
2
0
∂2
(
p2
)
∂t2
. (1.58)
L’e´quation de Burgers est la forme unidimensionnelle de l’e´quation de Westervelt. Pour une onde
se propageant dans une direction z positive, elle s’e´crit :
∂p
∂t
+ c0
∂p
∂z
− b
2
∂2p
∂t2
=
β
ρ0c
2
0
p
∂p
∂t
. (1.59)
12D’une fac¸on ge´ne´rale, le principe de moindre action postule que l’inte´grale temporelle de L (i.e. l’action) doit
eˆtre minimale au cours d’un processus. La densite´ Lagrangienne d’e´nergie d’un syste`me libre tend donc a` s’annuler,
comme c’est le cas pour un corps en chute libre ou pour une onde devenue localement plane, loin de sa source.
13L’e´quation initialement e´tablie par Westervelt ne prend pas en compte les phe´nome`nes thermo-visqueux.
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Dans un fluide parfait (b = 0), nous retrouvons l’e´quation de Burgers non dissipative. Elle peut
eˆtre obtenue directement a` partir des e´quations de conservation de la masse et de la quantite´ de
mouvement.
1.2.3 Re´solution de l’e´quation d’onde en re´gime non line´aire
L’e´tude des e´quations non-line´aires constitue un vaste domaine des mathe´matiques, s’appliquant
par exemple aux phe´nome`nes d’instabilite´s ou a` la propagation des ondes. Les me´thodes mathe´ma-
tiques de re´solution de l’e´quation de propagation en re´gime non line´aire sont notamment de´taille´es
dans les livres de Rudenko et Soluyan [14], ou Naugolnykh et Ostrovsky [15]. La principale difficulte´
re´side dans le fait que cette e´quation ne permet plus l’utilisation du principe de superposition.
1.2.3.1 Ondes planes
Etudions tout d’abord les solutions de l’e´quation de Burgers (1.59) dans un fluide parfait pour
lequel b = 0. Lors de la propagation d’une onde acoustique, la vitesse particulaire v0 est toujours
faible devant la vitesse du son c0. Le nombre de Mach acoustique M = v0c0 est donc petit devant
l’unite´14. L’e´quation de Burgers non dissipative s’e´crit alors pour la vitesse particulaire v :
∂v
∂z
+
1
c0
(
1 + β vc0
) ∂v
∂t
= 0, (1.60)
car la relation p = ρ0c0v reste valable pour une onde plane en re´gime non line´aire. La vitesse de
propagation du son de´pend donc de la vitesse particulaire de l’onde acoustique : c = c0 + βv. Lors
de sa propagation, l’onde est supersonique durant ses phases de compression, et subsonique durant
ses phases de de´tente.
Ondes planes harmoniques : Les solutions implicites de l’e´quation (1.60) s’e´crivent, pour une
excitation harmonique :
v = v0 sinω
(
t− z
c0 + βv
)
. (1.61)
En introduisant le temps retarde´ τ = t− zc0 , il vient :
v = v0 sinω
(
τ +
z
c0
(
β vc0
1 + β vc0
))
. (1.62)
En ne conservant que les termes du premier ordre en nombre de Mach (β vc0 << 1), qui mode´lisent
les effets non line´aires quadratiques, il vient :
v ≈ v0 sinω
(
τ +
zβM
c0
v
v0
)
. (1.63)
14Par exemple, un nombre de Mach de l’ordre de 10−3 dans l’eau ou dans l’air correspond a` une propagation
devenant rapidemment tre`s non line´aire en raison de son caracte`re cumulatif (si l’onde n’est pas atte´nue´e).
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Le terme non line´aire de l’e´quation (1.63) est proportionnel a` la distance de propagation z, ce qui
traduit le caracte`re cumulatif des effets non line´aires. La propagation non line´aire s’accompagne d’un
raidissement progressif de la forme d’onde, pouvant aboutir a` la cre´ation d’un choc (discontinuite´
dans la forme d’onde), lorsque les surpressions rattrapent les de´tentes (voir figure 1.1).
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Fig. 1.1 – Solution nume´rique de l’e´quation de Burgers illustrant la distortion du front d’onde (a`
gauche) et la ge´ne´ration d’harmoniques (a` droite).
En ”inversant” la relation (1.63), nous obtenons :
ωτ = arcsin
(
v
v0
)
− zkβM v
v0
. (1.64)
Une discontinuite´ survient dans la forme d’onde lorsque la pente −zkβM du second terme de
l’expression (1.64) compense la pente de l’arcsinus e´gale a` 1 autour de l’origine. La distance de
formation du choc (ou distance de discontinuite´) est donc :
zc =
1
kβM
. (1.65)
C’est la distance caracte´ristique des effets non line´aires.
Onde de choc : Au dela` de la distance de choc zc, la forme d’onde (1.63) est multivalue´e, ce qui
n’est pas possible physiquement. Pour retrouver un profil monovalue´, il est ne´cessaire d’introduire
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des discontinuite´s (les chocs) entre les diffe´rentes parties monovalue´es du profil. La position de ces
chocs est de´termine´e analytiquement a` partir de l’e´quation de Burgers par la the´orie des chocs faibles
(voir par exemple [16]), ou par sa formulation ge´ome´trique propose´e par Landau en 1945 (la loi des
aires e´gales [17]). Le front de l’onde de choc est une surface de discontinuite´ a` travers laquelle les
grandeurs thermodynamiques (pression, masse volumique et entropie) et hydrodynamique (vitesse
normale a` la surface de discontinuite´) caracte´risant l’onde varient par saut. Le choc est donc en
particulier le sie`ge d’un accroissement d’entropie15, traduisant une conversion en chaleur de l’e´nergie
me´canique ve´hicule´e par l’onde, meˆme dans un fluide parfait. La diminution de l’amplitude de l’onde
de choc repre´sente´e sur la figure 1.1 illustre cet effet, appele´ extra-atte´nuation non line´aire. Par
ailleurs, on peut montrer a` l’aide de l’adiabatique de Rankine et Hugoniot que le saut d’entropie
est du troisie`me ordre de petitesse par rapport au saut de pression a` travers le choc [18] [14] :
∆s ∝ (∆p)3. La constante de proportionnalite´ e´tant positive, il ne peut exister que des chocs de
compression.
Comme le montre les figures 1.1 et 1.2, le raidissement progressif de la forme d’onde sinuso¨ıdale
se traduit dans le domaine spectral par la cre´ation, en cascade16, d’harmoniques de la fre´quence
initiale. Le signal restant pe´riodique, il est possible de de´velopper la pression en se´rie de Fourier en
dec¸a` de la distance de formation du choc : c’est la solution de Fubini (1935) [1]. Pour une source
sinuso¨ıdale la vitesse s’e´crit :
v(z, τ) = v0
∞∑
n=1
An(z) sinnωτ,
avec τ = t− z/c0, le temps retarde´. Les amplitudes des harmoniques An(z), s’e´crivent, en fonction
de la distance normalise´e par la distance de choc σ˜ = z/zc :
An =
2
nσ˜
Jn(nσ˜) pour σ˜ ≤ 1, (1.66a)
An =
2
n(1 + σ˜)
pour σ˜ ≥ 3, (1.66b)
Dans la solution de Fubini (1.66a), e´tablie pour un gaz non-dissipatif et correcte jusqu’a` la
distance de choc, ces coefficients sont des fonctions de Bessel. Ils sont de la forme (1.66b) dans la
solution donne´e par Fay, valable pour une distance de propagation grande devant la distance de
choc (σ˜ ≥ 3), on obtient alors le profil en dents de scies caracte´ristique des ondes de compression
choque´es. Une solution interme´diaire (1 ≥ σ˜ ≤ 3) est donne´e par Blackstock [19].
L’extra-atte´nuation non line´aire du choc peut s’interpre´ter physiquement comme la cre´ation
d’harmoniques de fre´quences tre`s e´leve´es, incapables d’entraˆıner dans un mouvement d’ensemble
cohe´rent les particules microscopiques constituant le milieu, et produisant juste une agitation ther-
mique.
15En vertu du second principe, celle d’un fluide en mouvement ne peut que croˆıtre ou rester constante.
16L’interaction non line´aire quadratique d’une onde de fre´quence f avec elle-meˆme cre´e en premier lieu la seconde
harmonique 2f . Cette dernie`re interagit alors avec la fre´quence fondamentale pour produire la troisie`me harmonique
3f . Les harmoniques successives sont donc produites ”en cascade” au cours de la propagation.
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Fig. 1.2 – Evolution de l’amplitude des trois premie`res harmoniques en fonction de la distance a`
la source.
Interaction a` deux ondes : Lorsque deux ondes planes harmoniques de fre´quences f1 et f2 se
propagent non line´airement dans la meˆme direction z, l’interaction non line´aire quadratique cre´e
non seulement des ondes aux fre´quences harmoniques doubles 2f1 et 2f2, mais aussi des ondes aux
fre´quences somme et diffe´rence : f1 ± f2. Au cours de la propagation, ces dernie`res se recombinent
avec les ondes initiales pour cre´er des ondes aux fre´quences 2f1 + f2...
La solution de Fubini, valable pour des ondes planes se propageant suivant une meˆme direction,
a e´te´ ge´ne´ralise´e par Fenlon [20] pour une superposition de plusieurs composantes fre´quentielles.
Elle comple`te17 les solutions obtenues par Westervelt [13] pour l’interaction parame´trique, et avec
laquelle l’interaction est limite´ au champ proche et seule la fre´quence diffe´rence est calcule´e, loin de
la source. Cette dernie`re correspond a` une des premie`res applications pratiques des non-line´arite´s
acoustiques : un sonar e´mettant deux ondes de fre´quences proches, dont l’interaction produit une
onde de basse fre´quence, posse`de une meilleure directivite´ (celle des ondes de haute fre´quence).
Conside´rons l’interaction non line´aire de deux ondes planes harmoniques, de fre´quences f1 et
f2, dont les vecteurs d’onde k1 et k2 forment un angle Θ. Etudions par exemple la ge´ne´ration de
l’onde de fre´quence f+ = f1 + f2. Le carre´ de la norme du vecteur d’onde k+ = k1 + k2, est :
|k+|2 = ω
2
1ω
2
2
c20
+ 2
ω1ω2
c20
cosΘ. (1.67)
Or, la relation de dispersion du milieu de propagation lie la norme du vecteur d’onde a` la fre´quence
17Seulement en terme de contenu fre´quentiel, puisque Westervelt ne pose pas l’hypothe`se de la propagation unidi-
rectionnelle.
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cre´e´e :
|k+|2 =
(
ω1 + ω2
c20
)2
. (1.68)
Les e´quations (1.67) et (1.68) ne sont satisfaites simultane´ment que lorsque Θ = 0, c’est-a`-dire
lorsque les deux vecteurs d’ondes sont coline´aires. Cette condition est ne´cessaire a` la synchronisation
en phase des ”sources non line´aires”cre´e´es par les deux ondes primaires au cours de leur propagation.
Lorsque les deux ondes primaires se propagent dans une meˆme direction z, l’onde de fre´quence
f2 (de vitesse particulaire v2) perturbe la propagation de l’onde de fre´quence f1 (et vice-versa), en
modifiant sa vitesse de propagation : c(z, t) = c0 + βv2
(
t− zc0
)
. La phase de l’onde ”1” est donc
module´e par son interaction non line´aire avec l’onde ”2” :
p1(z, t) = p 01 sin
[
ω1
(
t− z
c0
)
+Φp(z, t)
]
, (1.69)
ou` :
Φp(z, t) =
2pif1
c20
β z v2
(
t− z
c0
)
. (1.70)
Dans le chapitre 2, nous exploitons la mesure de la modulation de phase (1.70) pour de´terminer le
parame`tre de non line´arite´ du milieu de propagation.
Solution ge´ne´rale de l’e´quation de Burgers : L’e´quation de Burgers non dissipative est
souvent e´crite a` l’aide des variables adimensionne´es τ˜ = ωτ , σ˜ = zzc et p˜ =
p′
p′0
, ou` ω est une
fre´quence caracte´ristique de l’onde et p′0 l’amplitude de la pression a` la source :
∂p˜
∂σ˜
= p˜
∂p˜
∂τ˜
. (1.71)
La solution ge´ne´rale de cette e´quation est donne´e sous forme implicite (Poisson (1808)) par :
p˜(σ˜, τ˜) = F (θ), avec : τ˜ = θ − σ˜F (θ), (1.72)
F e´tant la forme d’onde impose´e a` la source. Elle est obtenue par la me´thode des caracte´ristiques,
ge´ne´ralise´e par Riemann [21].
Pour une onde simple, l’application des conditions initiales permet d’exprimer p de manie`re
implicite : pour une onde monochromatique, on retrouve la solution 1.61. Pour expliciter la solution,
l’e´quation implicite donnant p peut eˆtre re´solue en de´veloppant la solution en se´rie de puissances :
la pression est prise sous la forme p = p0 +MpI +M2pII . Les diffe´rentes composantes du champ
s’expriment alors en fonction de la condition initiale F (t) et de ses de´rive´es [22]. Cette me´thode est
a` rapprocher des me´thodes dites en perturbation ou approximation successives : elle n’est valable
que pre`s de la source. Si F (t) est pe´riodique, un de´veloppement en se´rie de Fourrier nous rame`ne a`
la solution de Fubini.
L’e´quation de Burgers peut e´galement eˆtre re´solue nume´riquement, a` l’aide, par exemple, d’un
sche´ma aux diffe´rences finies. Lorsque la distance de choc est atteinte, un algorithme de ”capture
de choc” re´percute sur l’amplitude du choc l’effet de l’extra-atte´nuation non line´aire [23]. Une
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simulation nume´rique de´veloppe´e au LOA par Mickae¨l Tanter, base´e sur ce principe, nous a permis
de tracer les figures 1.2 et 1.1 (nous utilisons, au troisie`me chapitre, une adaptation de ce code pour
simuler la propagation non-line´aire d’ondes transverses).
1.2.3.2 Ondes planes atte´nue´es
Examinons a` pre´sent les solutions de l’e´quation de Burgers dissipative (1.59). En re´gime line´aire,
dans un milieu absorbant, la recherche d’une solution de l’e´quation d’onde sous forme d’onde plane
harmonique (de pulsation ω) conduit a` la de´finition du coefficient d’atte´nuation α de l’onde, relie´
au coefficient d’absorption b (cf. (1.55)) du fluide :
α(ω) =
b ω2
2c0
. (1.73)
Les solutions de l’e´quation de propagation line´aire en milieu absorbant s’e´crivent alors :
p(z, t) = p 0 e−αze
iω

t− z
c0

. (1.74)
La longueur d’atte´nuation za est de´finie comme l’inverse du coefficient d’atte´nuation : za = 1α .
L’adimensionnement de l’e´quation de Burgers dissipative (1.59), a` l’aide des variables τ˜ , σ˜ et p˜
de´finies ci-dessus, conduit a` l’expression :
∂p˜
∂σ˜
= p˜
∂p˜
∂τ˜
+
1
ΓG
∂2p˜
∂τ2
, (1.75)
ou` ΓG = zazc est le parame`tre de Gol’dberg. Il compare l’importance relative des effets de la non
line´arite´ et de l’atte´nuation, qui sont en compe´tition. En effet, plus l’onde est atte´nue´e, plus les effets
non line´aires sont faibles, et les harmoniques sont atte´nue´es plus rapidement que la fondamentale
en raison de leur fre´quence plus e´leve´e. Si ΓG << 1, l’atte´nuation domine les effets non line´aires et
aucun choc ne peut se former au cours de la propagation. Si ΓG ≥ 1, la non line´arite´ domine les
effets dissipatifs et la propagation peut eˆtre fortement non line´aire loin de la source. Les solutions
harmoniques de l’e´quation (1.75) peuvent e´galement eˆtre mises sous la forme de se´ries.
1.2.3.3 Diffraction et effets non line´aires
L’e´quation de propagation non line´aire quadratique ne peut pas eˆtre re´solue ou simule´e nume´ri-
quement sans certaines approximations. Nous avons jusqu’a` pre´sent e´tudie´ le cas des ondes planes ;
examinons maintenant d’autres hypothe`ses simplificatrices permettant de prendre en compte les
phe´nome`nes de diffraction.
Approximation de faible non line´arite´ ou quasi-line´aire : Lorsque le niveau des ondes cre´e´es
par les effets non line´aires reste faible devant celui des composantes fondamentales, il est possible
de traiter ces ondes (secondaires) comme une perturbation pII des ondes (primaires) initialement
e´mises pI . La pression acoustique se de´veloppe alors en puissances du nombre de mach M :
p =MpI +M2pII . (1.76)
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Ce de´veloppement perturbatif est valable dans un milieu absorbant, si ΓG << 1, ou tant que la
distance de propagation est tre`s infe´rieure a` zc. En introduisant ce de´veloppement dans l’e´quation
de propagation non line´aire (1.54), nous retrouvons a` l’ordre 1 l’e´quation de propagation line´aire
en milieu absorbant :
∂2pI
∂t2
− c20∆pI − b
∂3pI
∂t3
= 0. (1.77)
Cette approximation quasi-line´aire revient donc a` ne´gliger l’e´nergie extraite des ondes primaires
par les phe´nome`nes nonline´aires, devant celle dissipe´e dans le milieu.
A l’ordre 2, les ondes secondaires obe´issent a` l’e´quation de propagation :
∂2pII
∂t2
− c20∆pII − b
∂3pII
∂t3
=
β
ρ0c
2
0
∂2pI 2
∂t2
+
(
∂2
∂t2
+ c20∆
)
LI , (1.78)
ou` LI est la densite´ Lagrangienne d’e´nergie des ondes primaires. Le second membre de l’e´quation
pre´ce´dente est un terme source quadratique issu de la propagation des ondes primaires. Le proble`me
est ainsi de´couple´ et il est possible de trouver l’expression analytique du champ de pression pII cre´e´
par la propagation non line´aire des ondes primaires pI .
Le formalisme de Fourier (voir par exemple [24]) est bien adapte´ a` la recherche de cette solu-
tion analytique prenant en compte les effets de diffraction et d’atte´nuation en re´gime harmonique.
Apre`s qu’Ingenito et Williams [25] aient utilise´ ce formalisme pour e´tudier les effets de diffraction
affectant la seconde harmonique dans un fluide parfait, Alais et Cervenka l’on employe´ pour de´crire
l’interaction non line´aire faible de deux ondes harmoniques [26] [27]. Barrie`re l’a ensuite adapte´ a`
l’e´tude du dispositif expe´rimental du chapitre 2, destine´ a` la mesure des coefficients de non line´a-
rite´ des fluides [28]. Cette e´tude montre que lorsque les ondes interagissant ont des fre´quences tre`s
diffe´rentes, les profils de diffraction des ondes secondaires aux fre´quences somme et diffe´rence sont
similaires a` celui de l’onde primaire de plus haute fre´quence. Dans ce cas, l’interaction non line´aire
des deux ondes primaires peut s’exprimer comme une simple modulation de la phase de l’onde de
plus haute fre´quence, comme lors de l’interaction d’ondes planes (cf. 1.2.3.1).
Equation KZ : L’e´quation de propagation non line´aire quadratique (1.54) peut aussi eˆtre simule´e
nume´riquement en supposant que les ondes sont e´mises par une source assez directive et quasi-
plane. Conside´rons une telle source, de dimension transverse caracte´ristique a, situe´e dans le plan
z = 0. Nous adimensionnons par a les variables x et y, coordonne´es transverses a` la direction de
propagation z :
X˜ =
x
a
=
x˜
ka
= δ x˜ et Y˜ =
y
a
=
y˜
ka
= δ y˜, (1.79)
Le parame`tre δ = 1ka est caracte´ristique de la diffraction de l’onde. Lorsque la source acoustique est
directive, sa dimension caracte´ristique a est tre`s grande devant la longueur d’onde λ : δ << 1.
En exprimant l’e´quation (1.54) a` l’aide des variables adimensionne´es τ˜ = ωτ , σ˜ = zzc , p˜ =
p′
p′0
, X˜
et Y˜ , nous obtenons dans un fluide parfait (b = 0) l’e´quation ”KZ” (Khokhlov-Zabolotskaya) [29] :
∂2p˜
∂τ˜∂σ˜
= N∆⊥p˜+
∂
∂τ˜
(
p˜
∂p˜
∂τ˜
)
, (1.80)
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ou` ∆⊥ de´signe l’ope´rateur laplacien dans le plan (x, y).
Le parame`tre N = zc4pizf , ou` zf est la distance de Fresnel
18, compare l’importance relative des
effets de la diffraction et de la non line´arite´. Si N << 1, des effets non line´aires ont lieu au cours de
la propagation, avant que l’onde ne s’e´tale spatialement. Dans le cas contraire, la diffraction domine
la non line´arite´. A l’aide des parame`tres N et ΓG, il est donc possible de de´terminer simplement
dans quelle mesure la propagation d’une onde acoustique est non line´aire.
L’e´quation KZ peut eˆtre simule´e nume´riquement a` l’aide d’un sche´ma a` ”pas fractionne´s”, qui
consiste a` simuler se´pare´ment la diffraction et la non line´arite´, sur des pas ∆z de l’ordre de la
longueur d’onde caracte´ristique λ [30]. Le couplage des effets de la diffraction et de la non line´arite´
est cre´e´ par la re´pe´tition du proce´de´.
1.3 Milieu solide
De nombreuses anne´es ont e´te´ ne´cessaires a` l’e´laboration du formalisme de l’e´lasticite´, dont l’his-
toire commence au XVIIeme sie`cle avec Hooke. Au de´but du XXeme sie`cle, la contribution de Voigt
est de´terminante (il laisse d’ailleurs son nom a` la notation contracte´e des constantes e´lastiques),
puisqu’il apporte a` l’e´lasticite´ les bases du formalisme tensoriel, qui rend plus aise´e l’application
des conside´rations de syme´trie. Plus tard, Brillouin (1938), puis Truesdell (1968) de´veloppent l’uti-
lisation du calcul tensoriel en me´canique des solides e´lastiques.
Les recherches portant sur la propagation non-line´aire des ondes e´lastiques dans les solides
commencent plus tardivement. Meˆme si depuis la loi de Hooke un grand nombre de lois de com-
portement ont e´te´s imagine´es, il faut attendre le de´but du XXeme sie`cle pour qu’un formalisme
de l’e´lasticite´ non-line´aire soit propose´. Voigt, Birch, Murnaghan, Toupin et Bernstein, Eringen et
Subini, ou encore Bland, proposent tour a` tour diffe´rents jeux de constantes e´lastiques, avant que
Brugger ne de´finisse des constantes e´lastiques sur des bases thermodynamiques rigoureuses [31]. Les
modules e´lastiques de´finis par Landau pour les solides isotropes sont e´galement souvent utilise´s [32].
A partir des anne´es 50, les publications traitant de la propagation de fortes de´formations dans les
solides se multiplient.
Dans cette partie, nous de´finissons les tenseurs (de´formations, contraintes) et les principes ne´-
cessaires a` l’e´tablissement de l’e´quation de propagation non line´aire dans les solides e´lastiques,
en variables de Lagrange. Nous mentionnons diffe´rents syste`mes de constantes e´lastiques, dont les
correspondances sont utiles pour la comparaison de nos expe´riences du deuxie`me chapitre a` des
mesures de re´fe´rence. Dans le cadre de l’approximation du second ordre, nous e´tablissons une ana-
logie avec les fluides, qui permet d’utiliser des solutions identiques a` celle du paragraphe 1.2.3,
pour l’e´quation de propagation non line´aire quadratique des ondes longitudinales. A partir de cette
18Distance caracte´ristique des effets de diffraction. En re´gime harmonique, la distance de Fresnel est la position du
dernier maximum de pression acoustique sur l’axe d’un transducteur circulaire plan. C’est la distance de propagation
a` partir de laquelle le champ acoustique diverge spatialement de fac¸on significative.
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analogie, nous comparons aussi les mode´lisations physiques de la convection et de la non line´a-
rite´ thermodynamique dans les fluides et dans les solides, c’est-a`-dire en variables d’Euler et de
Lagrange.
1.3.1 Rappels de me´canique des milieux continus
Un milieu peut eˆtre conside´re´ comme continu a` une e´chelle tre`s supe´rieure a` la taille de ses
constituants e´le´mentaires (atomes, mole´cules ou grains). A cette condition, pour un syste`me de
dimensions bien supe´rieures a` cette e´chelle caracte´ristique locale, la masse volumique ne de´pend
plus du volume de matie`re conside´re´. Suivant les fre´quences ultrasonores utilise´es et les caracte´-
ristiques acoustiques des mate´riaux, cette hypothe`se est plus ou moins justifie´e. Nous conside´rons
ici un milieu homoge`ne, cristallin ou statistiquement isotrope (comme les solides amorphes ou les
me´taux a` grains). Nous supposons nos fre´quences ultrasonores telles que les effets de diffusion soient
ne´gligeables. En pratique, nos expe´riences dans les solides sont effectue´es a` une fre´quence maximale
de 30 MHz, dans des mate´riaux dont les ce´le´rite´s sont toujours supe´rieures a` 2500 m/s, ce qui
correspond a` des longueurs d’ondes supe´rieures a` 80 µm.
1.3.1.1 Tenseurs des de´formations
Tout ouvrage de me´canique des milieux continus de´bute par la de´finition des diffe´rents tenseurs
des de´formations [2], [33]. Cette e´tape de la mise en e´quation est cruciale, comme nous le consta-
terons non seulement lors de la comparaison fluide/solide de´veloppe´e a` la fin de ce chapitre, mais
aussi a` propos de la distinction entre compression et cisaillement au chapitre 3. Il s’agit en effet
de choisir la variable thermodynamique (autre que l’entropie s) en fonction de laquelle s’exprime
l’e´nergie e´lastique du solide de´fome´.
Les coordonne´es mate´rielles et spatiales correspondent a` des re´fe´rentiels respectivement lie´s a`
l’e´tat de´forme´ et a` l’e´tat de re´fe´rence (ou e´tat au repos) (cf. § 1.1). Une fonction χ relie les coordon-
ne´es d’un point mate´riel exprime´es dans chacune de ces bases. L’axiome d’impe´ne´trabilite´ impose
a` χ d’eˆtre continue et continuˆment de´rivable. La notation de la me´canique des milieux continus
confond la fonction de a et t qui transforme les positions dans l’e´tat de re´fe´rence en celles de l’e´tat
de´forme´, avec le vecteur position lui-meˆme :
xi = χi(ai, t) ou x = x(a, t). (1.81)
La condition suivante assure l’existence de la fonction re´ciproque χ−1 :
J = Det
(
∂x
∂a
)
6= 0. (1.82)
J (appele´ Jacobien) est le de´terminant du tenseur gradient des transformations F 19 de´finit par :
dxi =
∂χi
∂aj
daj = Fij daj . (1.83a)
19Egalement nomme´ gradient des de´formations.
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F permet le changement de base entre les coordonne´es de´finies par les positions de re´fe´rence et
celles de l’e´tat de´forme´, et il s’exprime en fonction du de´placement U(a, t) de´fini par la relation
(1.1) :
F =
∂x
∂a
= I +
∂U
∂a
, (1.84)
ou` I est le tenseur identite´ de rang deux.
Pour exprimer une de´formation, il faut tenir compte a` la fois des variations de longueur et
d’orientation d’un e´le´ment de matie`re. A cette fin, exprimer la transformation du produit scalaire
de deux vecteurs da et da’ au cours de la de´formation semble le plus approprie´. Les tenseurs des
dilatations de Green C et de Cauchy c expriment le produit scalaire des deux vecteurs dans l’e´tat
de´forme´ a` partir de leurs coordonne´es dans l’e´tat initial et re´ciproquement :
dx.dx′ = C
(
da,da′
)
, avec C = F TF (1.85a)
et da.da′ = c
(
dx,dx′
)
, avec c = (F−1)TF−1. (1.85b)
La variation de volume d’un paralle´le´pipe`de de dimensions infinite´simales s’exprime alors graˆce
a` cette transformation de coordonne´es :(
ρ0
ρ
)2
=
(
detF
)2 = detC. (1.86)
La diffe´rence entre les produits scalaires de ces deux e´le´ments de longueur avant et apre`s de´for-
mation, de´fini deux tenseurs S et s :
dx.dx′ − da.da′ = 2S (da,da′) = 2s (dx,dx′) (1.87a)
avec 2sij = δij − cij = ∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
− ∂uk
∂xi
∂uk
∂xj
(1.87b)
et 2Sij = Cij − δij = ∂Ui
∂aj
+
∂Uj
∂ai
+
∂Uk
∂ai
∂Uk
∂aj
. (1.87c)
s et S caracte´risent a` la fois les variations des longueurs |da| et |da’|, et la variation de l’angle
forme´ par les directions des deux vecteurs, au cours de la de´formation. Ce sont les tenseurs des
de´formations Eule´rien et Lagrangien, appele´s aussi tenseurs de Green-Cauchy et de Green-Lagrange.
Dans la suite de ce chapitre, nous utiliserons le tenseur Sij = 12
(
∂Ui
∂aj
+ ∂Uj∂ai +
∂Uk
∂aj
∂Uk
∂aj
)
, car il de´crit
l’e´tat d’un solide de´forme´ en coordonne´es de Lagrange.
Le tenseur gradient des de´placements H = ∂U∂a est de´fini par la relation (1.84) : H = F − Id. Il
se de´compose en somme de deux tenseurs, syme´trique et antisyme´trique :
Hij =
[
1
2
(
∂Ui
∂aj
+
∂Uj
∂ai
)
+
1
2
(
∂Ui
∂aj
− ∂Uj
∂ai
)]
= ij − ωij . (1.88)
Sa partie syme´trique  est le tenseur des de´formations infinite´simales20 utilise´ dans le cadre de
l’approximation line´aire, car le terme quadratique ∂Uk∂ai
∂Uk
∂aj
du tenseur des de´formations Lagrangien
peut alors eˆtre ne´glige´. Ce terme est appele´ non-line´arite´ ”ge´ome´trique” ou ”cine´matique” [34], [35].
20Ce tenseur des de´formations infinite´simales  est identique dans les repre´sentations spatiale et mate´rielle.
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Etudions maintenant brie`vement les relations entre les ordres de grandeurs des diffe´rentes quan-
tite´s que nous venons de de´finir. Parmi ces dernie`res, le de´placement U est la grandeur physique
accessible expe´rimentalement. L’hypothe`se des petits de´placements, pour laquelle l’ordre de gran-
deur du de´placement par rapport a` une dimension caracte´ristique L du proble`me est un infiniment
petit (‖U‖L << 1), peut donc eˆtre ve´rifie´e expe´rimentalement. Ne´anmoins, il faut s’assurer de la pe-
titesse des de´formations, afin de de´velopper l’e´nergie interne du solide de´forme´ en fonction de S21.
L’hypothe`se des petites de´formations est subordonne´e a` celle des petites transformations, portant
aussi sur H, car le tenseur des transformations F est alors proche de l’identite´ I. Mais l’amplitude
du de´placement peut eˆtre faible sans que sa de´rive´e spatiale le soit. Parmi les implications suivantes,
habituellement admises, la premie`re n’est donc en ge´ne´ral pas rigoureusement justifie´e [2] :
‖U‖
L
<< 1 =⇒ ∥∥H∥∥ << 1 =⇒ ∥∥S∥∥ << 1.
1.3.1.2 De´finition des contraintes et relation fondamentale de l’e´lastodynamique
Le tenseur des contraintes de Cauchy T est de´fini par le the´ore`me du meˆme nom. L’ application
du bilan de quantite´ de mouvement sur une surface ferme´e (un petit te´trae`dre, c’est plus pratique)
permet de de´montrer que la de´pendance du vecteur repre´sentant la contrainte sur un e´le´ment
de surface est line´aire par rapport a` la normale a` cette surface : T (M, t, ~n) = T (M, t)n. En
conse´quence, la donne´e des contraintes suivant trois directions formant une base suffit a` de´terminer
la force exerce´e sur n’importe quel e´le´ment de surface [36]. Ce tenseur T est de´finit en variables
d’Euler et le bilan de quantite´ de mouvement s’e´crit alors :
ρ
Dv
Dt
= ∇x.T . (1.89)
Pour e´crire ce meˆme bilan en coordonne´es Lagrangiennes, on de´finit le tenseur des contraintes
de Lagrange ou premier tenseur de Piola-Kirchhoff [1] (Chap. 9) :
P = det(F ) T ·
(
F
−1)T
. (1.90)
En coordonne´es de Lagrange, l’e´quation (1.89) s’e´crit alors :
ρ0
d2U
dt2
= ∇a.P . (1.91)
Pour e´tablir l’e´quation de l’e´lasto-dynamique et de´finir le tenseur des contraintes de Piola, une
me´thode plus directe utilise la formulation de Lagrange [37]. Il est e´quivalent d’effectuer le change-
ment de coordonne´es sur l’une ou l’autre de ces deux formes de bilan de quantite´ de mouvement, a`
la nuance pre`s que l’expression des contraintes en fonction de l’e´nergie potentielle e´lastique apparaˆıt
”naturellement” dans les lignes qui suivent.
21Meˆme si les de´formations ne sont pas infinite´simales comme dans le cadre de l’approximation line´aire, elles doivent
rester petites pour que le de´veloppement de Taylor de l’e´nergie interne ne´cessaire a` l’e´tablissement de l’e´quation d’onde
soit re´aliste.
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La densite´ Lagrangienne d’e´nergie d’un solide est la diffe´rence entre ses e´nergies cine´tique et
potentielle :
L =
1
2
ρ0
(
∂xi
∂t
)2
−W (S) , (1.92)
ou` la variable thermodynamique choisie pour exprimer l’e´nergie potentielle du solide de´forme´ est le
tenseur des de´formations de Green-Lagrange S. L’e´quation de Lagrange (qui traduit le principe de
moindre action) s’e´crit [3] :
d
dt
∂L
∂x˙i
− ∂L
∂xi
= 0. (1.93)
En coordonne´es de Lagrange, il vient :
d
dt
∂L
∂x˙i
− d
dak
∂L
∂ (∂xi/∂ak)
= 0. (1.94)
En introduisant l’expression (1.92) dans l’e´quation pre´ce´dente, il vient apre`s quelques manipulations
tensorielles [38] :
ρ0
d2xi
dt2
=
d
dak
(
∂W
∂Skm
Fim
)
. (1.95)
En notations vectorielles, on retrouve le bilan de quantite´ de mouvement (1.91) :
ρ0
∂2U
∂t2
= ∇a ·
(
F · ∂W
∂S
)
. (1.96)
Le tenseur des contraintes P est alors directement de´fini en fonction de l’e´nergie potentielle e´lastique
W :
P = F · P ′, (1.97)
avec P ′ = ∂W
∂S
, le second tenseur de Piola-Kirchhoff.
Le passage en coordonne´es de Lagrange fait disparaˆıtre le terme non-line´aire a` gauche de l’e´qua-
tion (1.89). Les termes non-line´aires de l’e´quation d’onde en coordonne´es de Lagrange proviennent
donc tous de la divergence du tenseur de Piola-Kirchhoff. L’interpre´tation en terme de non-line´arite´
advective et thermodynamique est donc difficile au premier abord pour les solides.
Lors du passage de l’e´quation (1.94) a` l’e´quation (1.95), la composition des de´rivations par
rapport a` ∂xi/∂ak et S fait apparaˆıtre le tenseur des transformations F = I + ∂U∂a . Ce produit
implique des termes d’ordre plus e´leve´ (en gradient des de´placements) dans l’expression de P . La
nonline´arite´ ge´ome´trique de S contribue donc a` celle de l’e´quation d’onde, par l’interme´diaire de ce
changement de variable (ou de coordonne´es).
1.3.2 Lois de comportement
Les de´formations sont de´finies par des conside´rations ge´ome´triques et les contraintes le sont par
un principe d’e´quilibre d’un volume donne´ de matie`re. Il reste a` pre´sent a` pre´ciser la de´pendance
de l’e´nergie e´lastique en fonction des de´formations.
Les origines de la non-line´arite´ dans les solides sont rappele´es par Engelbrecht [39] : l’approxi-
mation line´aire revient a` conside´rer un potentiel d’interaction parabolique entre les constituants
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microscopiques du milieu. Pour de fortes de´formations, cette approximation n’est plus valable et il
faut tenir compte de la courbure diffe´rente du potentiel, plus loin de la position d’e´quilibre22. L’au-
teur reprend l’historique des mode`les de relation contrainte-de´formation employe´s depuis Hooke
(1678). Certains mode`les sont spe´cialement de´die´s a` une cate´gorie de mate´riaux (comme le mode`le
de Mooney-Rivlin, pre´sente´ en annexe A), d’autres sont adapte´s a` des comportements spe´cifiques
comme les cycles d’hyste´resis, la plasticite´ ou le durcissement.
Nous traitons ici de la propagation d’ondes dans un milieu anisotrope e´lastique. Cette approche
”classique” de la non line´arite´ est pertinente pour des solides cristallins ide´aux ou des mate´riaux
parfaitement homoge`nes. Les lois ”non classiques” utilise´es pour de´crire le comportement des cris-
taux comportant des de´fauts (lacunes, dislocations, impurete´s) ou des solides pre´sentant des micro-
fissures ou des inhomoge´ne´ite´s de composition, sont pre´sente´es dans l’annexe B.
1.3.2.1 Constantes e´lastiques d’un milieu anisotrope
Pour traiter la propagation des ondes e´lastiques, l’hypothe`se des transformations adiabatiques-
re´versibles est souvent de mise. D’un point de vue thermodynamique, c’est donc l’e´nergie interne
que nous de´veloppons en fonction des de´formations.
L’e´nergie potentielle e´lastique est un scalaire invariant par toute transformation appartenant
au groupe de syme´trie du milieu conside´re´. Elle s’exprime donc en fonction des produits contracte´s
du tenseur des de´formations. L’e´nergie interne par unite´ de masse est alors de´veloppe´e de la fac¸on
suivante23 :
W =
1
2!
CsijklSijSkl +
1
3!
CsijklmnSijSklSmn +
1
4!
CsijklmnpqSijSklSmnSpq +O
(
S
5
)
, (1.98)
ou` les constantes e´lastiques adiabatiques d’ordres deux, trois et quatre sont de´finies comme des
de´rive´es partielles de l’e´nergie interne par rapport aux de´formations [31] :
Csijkl = ρ0
(
∂2W
∂Sij∂Skl
)
s, Sij=Skl=0
, (1.99a)
Csijklmn = ρ0
(
∂3W
∂Sij∂Skl∂Smn
)
s, Sij=Skl=Smn=0
, (1.99b)
et Csijklmnpq = ρ0
(
∂4W
∂Sij∂Skl∂Smn∂Spq
)
s, Sij=Skl=Smn=Spq=0
. (1.99c)
L’e´nergie interne est de´finie a` une constante pre`s24, sans importance pour la propagation des
ondes e´lastiques, car le tenseur des contraintes de Piola est une de´rive´e de l’e´nergie (voir l’e´quation
(1.97)). Par ailleurs, le terme d’ordre un est ne´cessairement nul, car il cre´erait un terme constant
dans l’expression de P , correspondant a` une contrainte non nulle a` de´formation nulle.
22Les origines microscopiques des lois de comportement font l’objet de l’annexe A.
23Si la propagation est isotherme, c’est l’e´nergie libre de Helmholtz qui est de´veloppe´e d’une manie`re analogue.
24Ce terme d’ordre ze´ro contient l’e´nergie de cohe´sion du solide, ainsi que la contribution d’e´ventuelles tensions
internes (ou contraintes re´siduelles).
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Dans le de´veloppement (1.98), le terme quadratique mode´lise la propagation line´aire des ondes
e´lastiques. Les ordres de de´rivation supe´rieurs a` deux prennent en compte l’amplitude finie des
de´formations. Les termes cubiques du de´veloppement de l’e´nergie donnent lieu a` des termes non
line´aires quadratiques dans l’e´quation d’onde. Nous limiterons donc le de´veloppement (1.98) de
l’e´nergie a` l’ordre trois dans le pre´sent chapitre25.
Le tenseur de rang quatre Cijkl comporte apriori 34 = 81 composantes inde´pendantes et celui de
rang six, Cijklmn, posse`de 36 = 729 composantes distinctes. La syme´trie du tenseur des de´forma-
tions S autorise la permutation des indices de chaque paire (ij), (kl) ou (mn). Chacune d’elle est
alors remplace´e par un seul indice variant de 1 a` 6. Cette notation, dite de Voigt, re´duit respecti-
vement a` 36 et 216 le nombre de constantes inde´pendantes des deux tenseurs, note´s alors Cαβ et
Cαβγ . Les relations thermodynamiques de Maxwell26 re´duisent le nombre de constantes e´lastiques
inde´pendantes a` 21 pour Cαβ et 56 pour Cαβγ .
Enfin, pour un cristal de syme´trie donne´e, ces tenseurs sont invariants par toutes les ope´rations
de syme´trie du groupe d’espace auquel appartient le cristal, ce qui permet de re´duire encore le
nombre de constantes inde´pendantes. Par exemple, un cristal cubique est caracte´rise´ par trois
modules du second ordre et six constantes e´lastiques du troisie`me ordre. Un milieu isotrope est
caracte´rise´ par deux constantes e´lastiques du second ordre c11 et c44, et trois constantes e´lastiques
du troisie`me ordre c111, c166 et c456.
1.3.2.2 Modules de Landau et de Murnaghan : milieu isotrope
L’approche de Landau se limite au cas du solide isotrope. Elle consiste a` exprimer l’e´nergie
potentielle e´lastique en fonction d’invariants I1, I2 et I3 du tenseur des de´formations de Green-
Lagrange :
W = µI2 +
1
2
(
K − 2
3
µ
)
I21 +
1
3
AI3 +BI1I2 +
1
3
CI31 +O
(
S
4
)
(1.100)
ou` K = λ+ 23µ et µ sont respectivement les modules de compression et de cisaillement (λ et µ sont
les coefficients de Lame´). A, B et C sont appele´s modules de Landau. Les invariants choisis par
Landau sont la trace du tenseur des de´formations27 et deux scalaires forme´s a` partir de produits
contracte´s d’ordres deux et trois en S :
I1 = Tr
(
S
)
= Sii, (1.101a)
I2 = Tr
(
S
2
)
= SijSji, (1.101b)
et I3 = Tr
(
S
3
)
= SijSjkSki. (1.101c)
Physiquement, l’e´nergie doit respecter l’isotropie du milieu. Elle se de´veloppe donc aux diffe´rents
ordres en fonction de ces quantite´s scalaires inde´pendantes de la base dans laquelle sont exprime´es
25Le de´veloppement de l’e´nergie a` l’ordre quatre est ne´cessaire a` l’e´tude de la propagation non line´aire des ondes
de cisaillement dans les milieux mous, entreprise dans le troisie`me chapitre.
26A l’ordre deux : ∂
2E
∂Sα∂Sβ
= ∂
2E
∂Sβ∂Sα
, donc les indices α et β peuvent eˆtre permute´s [36].
27La trace de toute matrice est un invariant.
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les de´formations. Pour les raisons e´voque´es plus haut (cf. § 1.3.2.1), l’e´nergie doit eˆtre au moins une
forme quadratique des de´formations. En re´gime line´aire,K mode´lise les phe´nome`nes de compression
et µ ceux de cisaillement. Les modules du troisie`me ordre A, B et C sont introduits par Landau
dans cet esprit.
Murnaghan choisit de de´velopper l’e´nergie potentielle e´lastique en fonction des invariants prin-
cipaux IS , IIS et IIIS du tenseur des de´formations de Green-Lagrange [40]. Mathe´matiquement,
ces invariants principaux sont les coefficients du polynoˆme caracte´ristique :
det
(
S − ΛI) = 0⇔ −Λ3 + ISΛ2 − IISΛ + IIIS = 0, (1.102)
ou` Λ sont les valeurs propres ou de´formations principales de S. Le calcul du polynoˆme caracte´-
ristique (1.102) conduit aux expressions des invariants principaux de la matrice syme´trique S, qui
s’expriment e´galement en fonction de ceux utilise´s par Landau :
IS = Tr
(
S
)
= I1, (1.103a)
IIS =
1
2
[
Tr
(
S 2
)− Tr (S)2] = 1
2
[
I2 − (I1)2
]
, (1.103b)
et IIIS = Det
(
S 3
)
=
1
6
I31 −
1
2
I1I2 +
1
3
I3. (1.103c)
Les invariants IS , IIS et IIIS sont d’ordres respectifs un, deux et trois en S.
Le de´veloppement de l’e´nergie e´lastique en fonction des invariants principaux s’e´crit :
W =
1
2
(λ+ 2µ) I2S + 2µIIS +
l + 2m
3
I3S + 2mISIIS + nIIIS +O
(
S
4
)
(1.104)
ou` les modules du second ordre l et m sont introduits de fac¸on analogue aux coefficients de Lame´
λ et µ.
En re´gime line´aire, les invariants I2S et IIS gouvernent respectivement la propagation des deux
types d’ondes de volume planes, longitudinales et transversales, existant dans un solide. A l’ordre
imme´diatement supe´rieur, le terme proportionnel a` I3S intervient dans la propagation non line´aire
quadratique des ondes planes longitudinales. Le terme d’ordre trois IISIS correspond au couplage
non line´aire quadratique de deux ondes longitudinale et transversale. Le terme d’ordre trois IIIS
n’intervient pas dans la propagation non line´aire quadratique d’ondes planes, mais il peut jouer un
roˆle dans celle de faisceaux borne´s. Les termes cubiques du de´veloppement de l’e´nergie sont tous
nuls pour une onde plane purement transversale.
Les relations entre les diffe´rents jeux de constantes sont donne´es par Norris (Chapitre 9 de la
re´fe´rence [1]) :
λ+ 2µ = C11, (1.105a)
µ = C44, (1.105b)
m =
A
2
+B = C166, (1.105c)
l = B + C ⇒ l + 2m = A+ 3B + C = C111
2
, (1.105d)
et n = A = 4C456. (1.105e)
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L’e´nergie e´lastique d’un solide isotrope de´forme´ s’e´crit donc, avec le formalisme des constantes
e´lastiques et des invariants principaux :
W =
C11
2
I2S + 2C44IIS +
C111
6
I3S + 2C166ISIIS + 4C456IIIS +O
(
S
4
)
. (1.106)
Jusqu’a` l’ordre trois, l’expression pre´ce´dente de l’e´nergie se´pare les e´nergies associe´es aux ondes
planes longitudinales et transversales. Le formalisme de´veloppe´ par Landau (e´quation (1.100))
se´pare la compression du cisaillement28. Ces interpre´tations sont approfondies dans le troisie`me
chapitre.
1.3.3 E´quation de propagation non line´aire
L’e´quation de propagation non line´aire des ondes e´lastiques dans les solides est e´tablie a` partir
de l’e´quation fondamentale de l’e´lastodynamique exprime´e en variables de Lagrange (1.91) et des
diffe´rents de´veloppements de l’e´nergie pre´sente´s dans la pre´ce´dente partie. L’expression du tenseur
des contraintes P en fonction des de´formations S de´finit une loi de Hooke ge´ne´ralise´e.
1.3.3.1 Milieu anisotrope
Pour un cristal de syme´trie quelconque, on calcule le second terme de la relation fondamentale
de l’e´lastodynamique (1.91) a` partir du de´veloppement (1.98) de l’e´nergie e´lastique. Le tenseur
des contraintes de Piola-Kirchhoff P , de´fini par (1.97), s’e´crit alors, a` l’ordre trois en gradient des
de´placements29 [41] :
Pij = Cijkl
∂Uk
∂al
+
1
2
Mijklmn
∂Uk
∂al
∂Um
∂an
+
1
3!
Mijklmnpq
∂Uk
∂al
∂Um
∂an
∂Up
∂aq
+ ..., (1.107)
avec :
Mijklmn = Cijklmn + Cijlnδkm + Cjnklδim + Cjlmnδkm, (1.108)
et Mijklmnpq = Cijklmnpq + Cijklnqδmp + Cijmnlqδkp + Cjqklmnδip
+Cjlmnpqδik + Cjlnqδikδmp + Cjnlqδimδkp.
Dans le tenseur Mijklmn (respectivement Mijklmnpq) seuls le terme contenant Cijklmn (resp.
Cijklmnpq) correspond a` la non-line´arite´ thermodynamique (ou non-line´arite´ ”physique”). Les autres
termes, compose´s de constantes e´lastiques du deuxie`me ordre (resp. du deuxie`me et troisie`me ordres)
proviennent de la non-line´arite´ ge´ome´trique (cf. § 1.3.1.1) et du changement de coordonne´es Eu-
ler/Lagrange.
28La propagation d’une onde plane longitudinale fait intervenir les modules de compression K et de cisaillement
µ. Une onde longitudinale dans un solide n’est donc pas une onde de compression analogue a` celle pre´sente dans un
fluide.
29Les termes d’ordre trois en gradient des de´placements correspondent a` une non line´arite´ cubique de l’e´quation
d’onde. Ils sont utiles a` l’e´tude de la propagation non line´aire des ondes transversales lors du chapitre trois.
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L’e´quation de propagation (1.91) devient :
ρ0
∂2Ui
∂t2
=
∂2Uk
∂aj∂al
(
Cijkl +Mijklmn
∂Um
∂an
+
1
2!
Mijklmnpq
∂Um
∂an
∂Up
∂aq
+ ...
)
. (1.109)
Ces expressions complexes se simplifient de`s que les syme´tries du cristal conside´re´ sont prises
en compte et qu’une direction de propagation est fixe´e.
1.3.3.2 Milieu isotrope et ondes planes
A l’aide du formalisme de´veloppe´ par Landau, Gol’dberg donne l’e´quation de propagation non-
line´aire quadratique dans un milieu isotrope [42] :
ρ0
∂2Ui
∂t2
− µ ∂
2Ui
∂ak∂ak
−
(
K +
µ
3
) ∂2Ul
∂al∂ai
=
(
µ+
A
4
)(
∂2Ul
∂ak∂ak
∂Ul
∂ai
+
∂2Ul
∂ak∂ak
∂Ui
∂al
+ 2
∂2Ui
∂al∂ak
∂Ul
∂ak
)
+
(
K +
µ
3
+
A
4
+B
)(
∂2Ul
∂ai∂ak
∂Ul
∂ak
+
∂2Uk
∂al∂ak
∂Ui
∂al
)
+
(
K − 2µ
3
+B
)
∂2Ui
∂ak∂ak
∂Ul
∂al
+
(
A
4
+B
)(
∂2Uk
∂al∂ak
∂Ul
∂ai
+
∂2Ul
∂ai∂ak
∂Uk
∂al
)
+ (B + 2C)
∂2Uk
∂ai∂ak
∂Ul
∂al
.
(1.110)
Dans le cas d’un de´placement U = (U1, U2, U3) se propageant dans la direction a1, l’e´quation
pre´ce´dente se de´compose en trois e´quations couplant les composantes longitudinale et transversales
du champ :
ρ0
∂2U1
∂t2
−
(
K +
4µ
3
)
∂2U1
∂a21
= γL
∂2U1
∂a21
∂U1
∂a1
+ γLT
(
∂2U2
∂a21
∂U2
∂a1
+
∂2U3
∂a21
∂U3
∂a1
)
, (1.111a)
ρ0
∂2U2
∂t2
− µ∂
2U2
∂a21
= γLT
(
∂2U2
∂a21
∂U1
∂a1
+
∂2U1
∂a21
∂U2
∂a1
)
, (1.111b)
et ρ0
∂2U3
∂t2
− µ∂
2U3
∂a21
= γLT
(
∂2U3
∂a21
∂U1
∂a1
+
∂2U1
∂a21
∂U3
∂a1
)
, (1.111c)
ou` γL = 3K + 4µ + 2A + 6B + 2C et γLT = K +
4
3µ +
A
2 + B sont des coefficients intervenant
respectivement lors de la propagation non line´aire d’une onde plane longitudinale et lors du couplage
de vibrations longitudinale et transversales.
Avec le formalisme des constantes e´lastiques, les composantes du de´placement U, se propageant
dans la direction a1, obe´issent aux e´quations de propagation30 :
ρ0
∂2U1
∂t2
− C11∂
2U1
∂a21
= (3C11 + C111)
∂U1
∂a1
∂2U1
∂a21
+ (C11 + C166)
(
∂U2
∂a1
∂2U2
∂a21
+
∂U3
∂a1
∂2U3
∂a21
)
, (1.112a)
et ρ0
∂2Ui
∂t2
− C66∂
2Ui
∂a21
= (C11 + C166)
(
∂U1
∂a1
∂2Ui
∂a21
+
∂Ui
∂a1
∂2U1
∂a21
)
, avec i = 2, 3. (1.112b)
30Ce jeu d’e´quations se de´duit de l’e´quation de propagation non line´aire quadratique (1.109). Les coefficients que
nous obtenons avec les constantes e´lastiques correspondent avec ceux donne´s par [42] et [43]. L’expression du coefficient
γLT , donne´e par [34] est donc errone´e.
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Pour une onde plane longitudinale (U2 = U3 = 0), l’e´quation de propagation non line´aire qua-
dratique se de´duit des e´quations (1.111a) ou (1.112a) :
∂2U1
∂a21
− 1
V 2L
∂2U1
∂t2
= 2βL
∂U1
∂a1
∂2U1
∂a21
, (1.113)
ou` VL =
√
C11
ρ0
=
√
K+4/3µ
ρ0
est la vitesse du son en re´gime line´aire. Le coefficient de non line´arite´
des ondes planes longitudinales est de´fini par les relations :
βL = −
3C11 + C111
2C11
, ou βL = −
γL
2 (K + 4/3µ)
= −3K + 4µ+ 2A+ 6B + 2C
2 (K + 4/3µ)
. (1.114)
Notons que l’e´quation de propagation (1.113) peut eˆtre obtenue beaucoup plus rapidement en
e´crivant directement l’e´nergie potentielle e´lastique d’une onde plane longitudinale : E = C112 I
2
S +
C111
6 I
3
S , pour l’introduire dans la relation fondamentale de l’e´lastodynamique (1.96).
A l’ordre deux, la propagation d’une onde plane purement transversale est gouverne´e par l’e´qua-
tion line´aire :
∂2Ui
∂a21
− 1
V 2T
∂2Ui
∂t2
= 0, (1.115)
ou` i = 2 ou 3 et VT =
√
C66
ρ0
=
√
µ
ρ0
est la vitesse de propagation des ondes transversales en
re´gime line´aire. Dans le cadre de l’approximation du second ordre, la propagation des ondes planes
transversales reste donc line´aire. Physiquement, une onde dont le de´placement est perpendiculaire
a` sa direction de propagation n’engendre e´videmment pas de phe´nome`ne de convection de nature
a` acce´le´rer ou ralentir sa propagation. Par ailleurs, les constantes e´lastiques du second et troisie`me
ordres intervenant dans les termes quadratiques possibles de l’e´quation (1.115) sont nulles en raison
de l’isotropie du milieu.
Au chapitre trois, la propagation non line´aire d’une onde plane transversale est mode´lise´e par
un terme cubique de l’e´quation d’onde, obtenu en de´veloppant l’e´nergie interne a` l’ordre quatre.
Gold’berg montre cependant qu’une onde transversale (un de´placement U3 se propageant dans
la direction a1, par exemple) ne peut se propager dans l’approximation du second ordre, sans la
pre´sence d’une onde longitudinale [42]. En imposant U1 = U2 = 0 et U3 6= 0, dans le syste`me
d’e´quations couple´es (1.111), il obtient non-seulement l’e´quation line´aire (1.115) gouvernant la
propagation de la composante U3, mais aussi la condition : ∂
2U3
∂a21
∂U3
∂a1
= 0, donne´e par l’e´quation
(1.111a). Cette dernie`re condition ne pouvant pas eˆtre satisfaite dans tout l’espace, la composante
U3 ne peut exister seule. La solution line´aire de l’e´quation (1.115) (U3(a1, t) = U0 cos (ω0t− kTa1))
donne donc naissance a` une composante longitudinale U1, par l’interme´diaire du terme non line´aire
de l’e´quation (1.111a) :
U1(a1, t) =
(C11 + C166)ω0U20
4ρ0VT
(
V 2L − V 2T
) sin [(kT − kL) a1] cos [2ω0t− (kT + kL) a1] . (1.116)
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Cet effet est non-synchrone (non cumulatif) : les conditions d’accord de phase entre les deux com-
posantes ne sont pas respecte´es. L’amplitude de U1 ne croit donc pas line´airement avec la distance
de propagation, mais elle est module´e spatialement31. Zarembo donne le rapport des amplitudes
de la seconde harmonique et du fondamental dans un alliage d’aluminium a` une fre´quence de 4, 5
MHz [34]. Lorsque l’onde initiale est longitudinale, la seconde harmonique est engendre´e de fac¸on
synchrone et cumulative et ce rapport est de l’ordre de 10−3. Lorsque l’onde initialement e´mise est
transversale, la seconde harmonique longitudinale est cre´e´e de fac¸on asynchrone et le rapport des
amplitudes est de l’ordre de 10−5. Cet effet est donc difficilement observable expe´rimentalement
dans les solides ”durs”32.
1.4 Analogie fluide/solide
1.4.1 Coefficients de non-line´arite´
Nous avons e´tabli l’e´quation de propagation non line´aire quadratique des ondes e´lastiques dans
un solide. A l’aide d’une analogie entre la propagation d’une onde acoustique dans un fluide et
celle d’une onde longitudinale dans un solide isotrope, nous allons comparer les de´finitions (1.114)
et (1.51) des coefficients de non line´arite´ dans les fluides et les solides, et attribuer une origine
physique aux diffe´rents termes de βL33. A cette fin, nous devons e´crire l’e´quation de propagation a`
une dimension dans un fluide, en variables de Lagrange [41].
Dans un fluide non visqueux, le tenseur des contraintes de Cauchy est diagonal : Tij = −pδij .
L’e´quation fondamentale de l’e´lastodynamique est alors e´crite en variables de Lagrange, pour une
dimension d’espace a, a` l’aide de la relation (1.86) :
ρ0
ρ
= Det
(
F
)
=
∂x
∂a
= 1 +
∂U
∂a
⇒ ρ0
∂2U
∂t2
= −∂p
∂a
, (1.117)
ou` U est le de´placement dans la direction a.
Si la transformation est isentropique, la pression p n’est fonction que de la masse volumique ρ :
1
ρ0
∂p
∂a
=
1
ρ0
∂p
∂ρ
∂ρ
∂a
= −
(
ρ
ρ0
)2 ∂p
∂ρ
∂ρ0/ρ
∂a
= −
(
1 +
∂U
∂a
)−2 ∂p
∂ρ
∂2U
∂a2
. (1.118)
31L’expression (1.116) correspond en fait a` une polarisation longitudinale, dont les variations temporelles sont deux
fois plus rapides que celles du fondamental, mais dont les variations spatiales sont une combinaison des longueurs
d’ondes L et T (la relation de dispersion line´aire n’est pas respecte´e dans un processus d’interaction non-synchrone).
Pour un solide ”classique” (VL ≈ 2VT ), la pe´riode spatiale de la modulation d’amplitude est de l’ordre de la longueur
d’onde longitudinale (ce qui correspond au double de la longueur d’onde d’une deuxie`me harmonique longitudinale).
32Nous reviendrons sur la cas des solides mous au troisie`me chapitre (§ 3.2.2.3).
33L’analogie entre les coefficients de non line´arite´ du fluide et du solide n’a de sens que d’un point de vue formel.
En effet, dans un fluide et un solide de meˆme coefficient de non-line´arite´, l’importance des effets non line´aires n’est
pas comparable, car les parame`tres line´aires gouvernant la propagation (vitesses du son) sont assez diffe´rents. Dans
les solides ”durs” usuels (me´taux...), le nombre de Mach acoustique est toujours bien infe´rieur a` celui obtenu dans un
fluide pour une meˆme amplitude d’e´mission.
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Les relations (1.117) et (1.118) conduisent a` l’e´quation de propagation :
∂2U
∂t2
=
(
1 +
∂U
∂a
)−2 ∂p
∂ρ
∂2U
∂a2
. (1.119)
Dans l’e´quation d’e´tat isentropique des fluides (1.23), la variation relative de masse volumique est
de´veloppe´e en fonction du de´placement :
ρ− ρ0
ρ0
=
ρ
ρ0
− 1 = −∂U
∂a
(
1 +
∂U
∂a
)−1
. (1.120)
En introduisant l’e´quation d’e´tat dans l’e´quation (1.119), il vient, a` l’ordre deux en gradient des
de´placements :
∂2U
∂t2
=
Al
ρ0
∂2U
∂a2
[
1−
(
2 +
Bl
Al
)
∂U
∂a
]
. (1.121)
L’e´quation de propagation (1.121) est identique a` celle gouvernant la propagation non line´aire
d’une onde longitudinale plane dans un solide isotrope (e´quation (1.113)). Le coefficient 2+Bl/Al,
en facteur du terme non line´aire, est e´gal au double du coefficient de non-line´arite´ β = 1+Bl/2Al,
classiquement de´fini dans les liquides en posant le proble`me dans les variables d’Euler. Dans ce
coefficient β, ”1” est le terme induit par l’advection et Bl/Al est celui provenant de la loi de com-
portement non line´aire. Les deux effets non line´aires sont bien pris en compte par la description
Lagrangienne, meˆme si la particule est suivie dans son de´placement.
Nous pouvons aussi e´tablir une analogie entre le coefficient de non-line´arite´ d’un liquide et celui
d’une onde longitudinale dans un solide isotrope :
β = 1 +
Bl
Al
⇔ βL = −
3C11 + C111
2C11
.
Le signe oppose´ des deux coefficients vient des de´finitions meˆmes de la pression et des contraintes.
Les deux parame`tres contiennent un rapport de coefficients du second et premier ordre, traduisant
clairement une contribution thermodynamique a` la non-line´arite´. En revanche, la pre´sence du ”3”
dans la de´finition du coefficient de non-line´arite´ du solide est surprenante, car l’effet convectif
correspond a` la quantite´ ”2” pour le coefficient du terme de non-line´arite´ du liquide.
Nous avons donc e´tudie´ l’influence qu’a le choix de variables d’e´tat diffe´rentes dans les solides et
les liquides sur la de´finition du coefficient de non-line´arite´. Dans un liquide, la variable d’e´tat ”me´-
canique” est la variation relative de masse volumique ρ−ρ0ρ0 , e´gale a` la divergence du de´placement U.
Dans un solide, la variable d’e´tat ”me´canique” est le tenseur des de´formations de Green-Lagrange
S. S est la somme de la partie syme´trique du tenseur gradient des de´placements et d’un terme qua-
dratique en de´placement. Ce dernier cre´e un terme non line´aire dans l’expression (1.98) de l’e´nergie
potentielle e´lastique E, meˆme si le de´veloppement est arreˆte´ au second ordre. Pour examiner son
influence sur la de´finition du coefficient de non-line´arite´ des ondes longitudinales, nous avons e´crit
l’e´quation d’e´tat isentropique d’un liquide en fonction d’une variable S construit de fac¸on analogue
a` S :
S =
ρ− ρ0
ρ0
+
1
2
(
ρ− ρ0
ρ0
)2
. (1.122)
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La loi de comportement (1.23) s’e´crit alors :
p− p0 = AlS + B
′
l
2
S2, (1.123)
ou` B′l est un module adiabatique du second ordre diffe´rent de Bl. Un calcul identique a` celui mene´
ci-dessus donne l’e´quation de propagation :
∂2U
∂t2
=
Al
ρ0
∂2U
∂a2
[
1−
(
3 +
B′l
Al
)
∂U
∂a
]
, (1.124)
de´finissant un coefficient de non-line´arite´ 2β′l = 3+
B′l
Al
, qui s’e´crit comme celui d’un solide. L’advec-
tion contribue donc toujours pour une quantite´ ”2”dans les coefficients de non-line´arite´ d’un liquide
et d’un solide. En revanche, le choix d’une variable d’e´tat comportant un terme quadratique conduit
a` une expression diffe´rente de la contribution thermodynamique dans le coefficient de non-line´arite´.
Mode´lisation physique de la convection dans les solides : En variables de Lagrange, l’ad-
vection est prise en compte par le tenseur gradient de la transformation F dans la de´finition (1.97)
du tenseur des contraintes P (ou premier tenseur de Piola-Kirchhoff). Le second tenseur de Piola
P ′ = ∂W
∂S
, variable thermodynamique conjugue´e de S, contient tous les effets thermodynamiques.
En nous reportant au calcul mene´ pour e´tablir l’e´quation fondamentale de l’e´lastodynamique a` par-
tir de l’e´quation de Lagrange (cf. § 1.3.1.2), nous remarquons que l’intervention du gradient de la
transformation dans la de´finition de P est due au terme quadratique du tenseur des de´formations.
Ce terme de non-line´arite´ ge´ome´trique mode´lise donc l’advection, tout en modifiant l’e´criture de
l’e´quation d’e´tat en raison de son caracte`re quadratique en de´placement.
Constantes e´lastiques d’un liquide : Il est possible d’exprimer les coefficients de l’e´quation
d’e´tat d’un fluide en fonction des coefficients de Lame´ et des modules de Landau, ou en fonction
des constantes e´lastiques du deuxie`me et troisie`me ordre [44] [45]. Pour un fluide, les coefficients de
Landau s’e´crivent :
K = λ = Al, (1.125)
µ = 0, (1.126)
A = 0, (1.127)
B = −Al, (1.128)
C =
Al −Bl
2
. (1.129)
Les constantes e´lastiques d’un fluide s’e´crivent :
c11 = Al, (1.130)
c44 = 0, (1.131)
c111 = − (5Al +Bl) , (1.132)
c112 = − (Al +Bl) , (1.133)
c123 = Al −Bl. (1.134)
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Ces formalismes ne sont pas bien adapte´s a` la description de la propagation non line´aire dans les
fluides (il faut de´finir par exemple trois constantes e´lastiques du troisie`me ordre non nulles a` la place
de Bl). Cette correspondance est ne´anmoins utile a` l’e´tude (au chapitre trois) de la propagation
non line´aire dans les solides mous, proches des liquides.
1.4.2 Interaction non-line´aire d’ondes acoustiques dans un milieu isotrope
Dans un solide isotrope, les diffe´rentes possibilite´s d’interaction non line´aire quadratique de deux
ondes e´lastiques ont e´te´ e´tudie´es the´oriquement par Jones et Kobett [46], a` l’aide du formalisme
de Fourier et des fonctions de Green. Les solutions obtenues prennent en compte les couplages non
line´aires possibles entre les composantes longitudinales et transversales, sans se restreindre a` une
propagation coline´aire des deux ondes e´lastiques initiales. Les auteurs en de´duisent, dans le cas d’un
volume d’interaction limite´ correspondant a` l’intersection de deux faisceaux plans, les conditions
pour qu’une onde diffuse´e34 soit pre´sente en un point exte´rieur a` la zone d’interaction.
Ne´anmoins, en dehors de l’interaction de deux ondes longitudinales coline´aires35 [32], ces effets
ne sont pas cumulatifs : les amplitudes des ondes diffuse´es sont tre`s faibles et elles ont rarement
e´te´ mises en e´vidence expe´rimentalement. L’interaction non line´aire de deux ondes transversales
coline´aires est e´galement cumulative, mais, comme elle est d’ordre trois en de´placement, l’amplitude
des ondes cre´e´es est faible dans les solides ”classiques”.
Plusieurs auteurs [34], [46], [47], [48], [49], interpre`tent les conditions d’interaction de deux ondes
e´lastiques en terme de phonons. Ils e´tablissent alors les interactions possibles graˆce aux relations
de conservation de l’e´nergie et du moment36. Pour les ondes acoustiques de fre´quences mode´re´es
(< 30 MHz) que nous utilisons, faire appel a` la dualite´ onde-corpuscule n’est pas ne´cessaire. Si
cette approche est pertinente pour e´tablir une analogie avec des ondes planes, elle est mise en
de´faut dans un cas plus complexe comme celui des ondes (transverses) diffuse´es traite´es par Jones
et Kobett [46].
Ondes planes dans l’approximation de faible non line´arite´ : Dans cette section, nous
e´tudions l’interaction quadratique des ondes longitudinales dans le cadre de l’approximation de
faible non line´arite´ (ou approximation quasi-line´aire). L’analogie entre les fluides et les solides (cf.
§ 1.4) montre que les solutions de l’e´quation de propagation non line´aire de´veloppe´es pour un fluide
a` la section 1.2.3 sont e´galement valables pour des ondes longitudinales dans un solide.
Comme nous l’avons vu a` propos des fluides (cf. § 1.2.3), les diffe´rents parame`tres ne´cessaires
a` l’estimation du ”degre´ de non line´arite´” de la propagation d’une onde sont : le parame`tre de
Gol’dberg ΓG, rapport des distances d’atte´nuation za et de choc zc, et le rapport zc/zf des distances
de Fresnel et de choc. Le tableau 1.1 re´sume les caracte´ristiques de la propagation des deux ondes
34C’est ce qu’on appelle la ”diffusion du son par le son”.
35Ge´ne´ralisation de la condition d’interaction de deux ondes planes de´montre´e dans la section 1.2.3.
36Les conservations de l’e´nergie et du moment sont respectivement e´quivalentes aux relations ω± = ω1 ± ω2 et
k± = k1 ± k2.
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acoustiques, de fre´quences 30 MHz (HF) et 2,5 MHz (BF), utilise´es au chapitre deux pour la mesure
des parame`tres de non line´arite´.
HF BF HF BF HF BF HF BF HF BF
Fluide 1500 3.5 20 0,5 50 600 0,1 3,2 0,02 0,05 3,2 9,7
Solide 6380 11 1 0,1 210 2600 1 9,6 0,2 0,15 3,2 9,7
Milieu
Celérité 
c0  (m/s) β
Rayon des 
capteurs : a 
(mm)
Atténuation   
α  (Np/m)
Longueur  
d'onde λ (µm)
Déplacement 
(nm)
Vitesse : v p  
(m/s)
Tab. 1.1 – Caracte´ristiques de la propagation dans l’eau et le duralumin, des deux ondes acoustiques
utilise´es pour la mesure des coefficients de non line´arite´ au chapitre deux.
Les valeurs des distances de choc, de Fresnel, d’atte´nuation et de leurs rapports respectifs,
calcule´s dans les conditions expe´rimentales du chapitre deux, sont donne´es dans le tableau 1.2.
HF BF HF BF HF BF HF BF HF BF HF BF HF BF
Fluide 18 82 5 200 20 16 10-5 10-5 0,28 2,4 0,3 13 1,1 0,2
Solide 10 160 100 1000 4,7 3,7 10-5 10-5 9,6 6,4 21 270 0,5 0,02
Distance de 
Fresnel (cm)
Distance 
d’atténuation 
(cm)
Distance de 
choc (cm)
Diffraction /   
Non-linéarité
Milieu
Atténuation / 
Diffraction
Nombre de 
Goldberg
Nombre de 
Mach
λα
piβ 




= λ
piβ 

 
 



=

	




=
α
λ






=λ




=
α
1L = 
piβ
λ
=
Tab. 1.2 – Distances caracte´ristiques et nombres sans dimension, calcule´s dans les conditions ex-
pe´rimentales du chapitre deux.
Meˆme si les valeurs du parame`tre de Gol’dberg calcule´es pour les deux ondes sont proches de
l’unite´, la distance de propagation typique des expe´riences (de 10 a` 20 mm) est tre`s infe´rieure a` la
distance de choc. L’approximation de faible non line´arite´ est donc justifie´e. Elle autorise l’emploi
d’une me´thode perturbative de´ja` mentionne´e a` propos des fluides (cf. § 1.2.3.3). Le de´placement se
de´veloppe alors en puissances du nombre de Mach : U =MU I +M2U II , ou` U I et U II repre´sentent
respectivement les ondes primaires initialement e´mises et les ondes secondaires cre´e´es par les effets
non line´aires.
Le couple d’e´quations suivantes, analogues aux e´quations (1.77) et (1.78) e´crites en pression
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pour un fluide, de´crit la propagation aux ordres un et deux en nombre de Mach :
∂2U I
∂t2
− c20
∂2U I
∂z2
= 0, (1.135a)
∂2U II
∂t2
− c20
∂2U II
∂z2
= −2c20β
∂2U I
∂z2
∂U I
∂z
. (1.135b)
L’e´quation de propagation des ondes primaires (1.135a) est line´aire. L’e´quation (1.135b) re´git la
propagation des ondes secondaires. Le terme quadratique est qualifie´ de terme source, car il ne
de´pend que de U I et donne naissance aux ondes secondaires au cours de la propagation.
Re´solvons ce syste`me d’e´quations pour deux ondes primaires planes de fre´quences f1 et f2. La
condition limite en z = 0 (a` la source) est :
U(z = 0, t) = U1sin(−ω1t+ φ1) + U2sin(−ω2t+ φ2). (1.136)
La solution au premier ordre est donne´e par le principe de superposition :
U I = U I1 + U
I
2
= U1sin(k1z − ω1t+ φ1) + U2sin(k2z − ω2t+ φ2). (1.137)
Elle est introduite dans le second membre de l’e´quation (1.135b), et la solution trouve´e au second
ordre est [50], [51], [52] :
U II = U II1 + U
II
2 + U
II
+ + U
II
−
= −βU
2
1k
2
1z
4
sin(2 (k1z − ω1t+ φ12))−
βU22k
2
2z
4
sin(2 (k2z − ω2t+ φ22))
−βU1U2k1k2z
2
[
sin(k+z − ω+t+ φ+)− sin(k−z − ω−t+ φ−)
]
. (1.138)
On retrouve alors les secondes harmoniques et les produits de l’interaction non line´aire des deux
ondes primaires, aux fre´quences somme et diffe´rence des fre´quences initiales : ω± = ω1 ± ω2.
Dans le cas ou` les fre´quences primaires sont tre`s diffe´rentes (nous supposons que f1/f2 > 10), les
trois composantes fre´quentielles f1, f+ et f− sont dans la bande passante du transducteur de plus
haute fre´quence, qui peut donc les de´tecter ensemble. Lorsque m = βU2k1k2z << 1, c’est-a`-dire
pour une propagation faiblement non line´aire, la superposition U I1 + U
II
+ + U
II− peut s’e´crire, par
identification avec le de´veloppement en se´ries de Bessel37 d’un signal dont la phase est module´e :
U I1 + U
II
+ + U
II
− = sin(ω1t+msin(ω2t)), (1.139)
= J0(m)sin(ω1t)
+J1(m) [sin ((ω1 + ω2)t)− sin ((ω1 − ω2)t)] , (1.140)
car les fonctions de Bessel de premie`re espe`ce d’ordres ze´ro et un s’e´crivent J0(m) ≈ 1 et J1(m) ≈
m/2. Les ondes secondaires, cre´e´es par l’interaction, apparaissent alors dans le spectre du signal
acoustique comme des raies late´rales de modulation de l’onde de plus haute fre´quence.
37Voir l’e´quation (4.6) page 121
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Nous retrouvons ici la description de l’interaction non line´aire des deux ondes de fre´quences f1
et f2, comme modulation de la phase de l’onde de plus haute fre´quence (cf. § 1.2.3.1) :
U(z, t) = U1 sin(k1z − ω1t− Φp). (1.141)
La modulation de phase instantane´e Φp est proportionnelle au coefficient de non-line´arite´ β, a` la
distance d’interaction z et a` la vitesse particulaire de l’onde de basse fre´quence (v2 = ω2U2 sin(k2z−
ω2t), pour une onde harmonique). Elle est donne´e par l’e´quation (1.70) :
Φp(z, t) =
k1z
VL
βv2.
Nous la mesurons au second chapitre pour de´terminer le coefficient de non line´arite´ de milieux de
propagation varie´s.
Il est e´galement possible de tenir compte de l’atte´nuation des ondes, qui introduit un facteur de
de´croissance exponentielle dans l’expression pre´ce´dente de la modulation de phase. Dans la plupart
des cas, les conditions expe´rimentales du chapitre deux permettent de s’en affranchir.
Conclusion
Nous avons rappele´ les principales origines et manifestation de la propagation non-line´aire des
ondes acoustiques. Les modules du fluide ainsi que les constantes e´lastiques (ou les modules de
Landau et Murnaghan) caracte´risent la re´ponse e´lastique des mate´riaux a` des de´formations finies.
Les lois de comportement de´veloppe´es a` l’ordre deux (relativement a` la variation de masse volumique
ou aux de´formations de Lagrange) permettent d’e´tablir des e´quations d’onde non-line´aires de´crivant
la propagation d’ondes acoustiques ou e´lastiques longitudinales d’amplitude finie.
Les coefficients de non-line´arite´ qui ponde`rent les termes non-line´aires de ces e´quations de´ter-
minent en partie l’importance du transfert d’e´nergie du fondamental vers les harmoniques. Ces
coefficients regroupent les effets cine´matiques (convection) et thermodynamiques (re´ponse du ma-
te´riau) qu’on peut identifier dans les coordonne´es d’Euler ou de Lagrange (a` l’inverse de ces deux
sources de non-line´arite´, la non-line´arite´ locale (celle de la relation d’impe´dance) ne donne pas lieu
a` des effets cumulatifs). Pour des ondes longitudinales dans les solides ou de compression dans les
fluides, une analogie entre les e´quations de propagation est possible a` l’ordre deux. Seule l’interac-
tion coline´aire d’ondes planes longitudinales donne lieu a` des effets cumulatifs dans l’approximation
quadratique. L’ordre supe´rieur d’approximation est ne´cessaire pour les ondes de cisaillement abor-
de´es au troisie`me chapitre.
Les ordres de grandeur des approximations (concernant la non-line´arite´, l’atte´nuation ou encore
la diffraction) peuvent eˆtre estime´s a` l’aide de distances caracte´ristiques (distance de choc...) et
compare´s a` l’aide de nombres sans dimensions (Mach, Gol’dberg). Nos conditions expe´rimentales
justifient l’approximation de faible non-line´arite´, qui autorise une mode´lisation simple de l’interac-
tion d’ondes. Les amplitudes des ondes produites par l’interaction augmentent alors proportionnel-
lement a` la distance de propagation, ce qui offre une configuration expe´rimentale exploitable dans
le but d’effectuer des mesures pre´cises. Ce me´lange d’ondes, pour des fre´quences assez e´loigne´es, est
analogue a` une modulation de phase de l’onde de plus haute fre´quence.
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Chapitre 2
Mesures du coefficient de non-line´arite´
L’inte´reˆt des mesures de coefficient de non-line´arite´ a e´te´ mis en e´vidence ces trente dernie`res
anne´es, notamment par des e´tudes sur les fluides et les milieux biologiques [7], [53]. Dans le domaine
me´dical, une caracte´risation plus fine de l’e´lasticite´ des tissus fournirait des e´le´ments de diagnostic,
par une identification de leur nature, ou la de´tection de leur de´gradation. Ces conside´rations sont
appuye´es par l’e´tude des me´langes puisque, comme nous le verrons, l’association des constituants
fait varier les parame`tres acoustiques line´aires et non-line´aires. Par ailleurs le fonctionnement de
certains modes d’imagerie e´chographique repose sur la re´ponse non-line´aire du milieu (celle des
tissus ou celle des agents de contraste), et la connaissance du coefficient β s’ave`re ne´cessaire.
Notre technique de mesure s’applique aussi a` des solides isotropes et anisotropes, dans lesquels
elle donne acce`s a` des combinaisons line´aires de constantes e´lastiques du deuxie`me et du troisie`me
ordres. Avec des ondes longitudinales, il n’est pas possible de de´terminer toutes les composantes des
tenseurs Cij et Cijk. Pour cela, il est ne´cessaire d’utiliser des ondes transversales (acousto-e´lasticite´,
me´thode par re´sonance). Toutefois, la connaissance de plusieurs combinaisons simples peut de´ja`
renseigner sur la composition [54], [55], [56], [57], la coupe (pour les cristaux) ou encore la pre´sence
de de´fauts. Les mesures sur les milieux isotropes ou statiquement isotropes ouvrent des perspectives
plus directes en matie`re de controˆle non-destructif. De nombreux mate´riaux voient en effet leurs
caracte´ristiques e´lastiques non-line´aires e´voluer sensiblement sous l’effet de la fatigue (thermique
ou me´canique) [58], [59], [60] ou d’un changement de composition [61], [62] (pour la ductilite´ et les
dislocations).
Les conditions dans lesquelles l’interaction coline´aire de deux ondes longitudinales s’identifie
a` une modulation de phase de l’onde de plus haute fre´quence ont e´te´ pre´cise´es dans le premier
chapitre. Cette partie pre´sente la me´thode de mesure du coefficient de non-line´arite´, base´e sur ces
approximations, mise au point au cours de la the`se pre´ce´dente. Nous exposons les ame´liorations
apporte´es au montage existant, de´die´ au fluides, ainsi que son adaptation aux mesures dans les
solides, re´alise´es au cours de cette the`se.Nous pre´sentons d’abord les deux variantes du dispositif
expe´rimental qui permettent soit une mesure absolue sur une simple tranche de mate´riau, soit une
mesure comparative par rapport a` un milieu e´talon. Puis, nous illustrons les effets de diffraction
de l’onde de basse fre´quence et les conditions dans lesquelles ils pourraient affecter les mesures.
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Nous exposons ensuite les aspects plus techniques des montages re´alise´s : les capteurs, les dispo-
sitifs d’e´mission-re´ception, les de´modulations de phase et les questions de synchronisation. Enfin
nous pre´sentons les re´sultats des mesures de coefficients de non-line´arite´, dans les fluides, les gels,
le germanium et les solides isotropes pour ce qui est des mate´riaux homoge`nes. Nous re´sumons
e´galement les re´sultats obtenus dans le cadre du stage de DEA de Mathieu Re´nier, sur le me´lange
eau-e´thanol et la fatigue thermique du verre.
2.1 Les autres me´thodes de mesure
Fluides :
La me´thode la plus connue, et la plus simple a` mettre en oeuvre, est la ge´ne´ration de la seconde
harmonique : le coefficient β est donne´ par le rapport des amplitudes de la seconde harmonique et
du fondamental. Un transducteur, couple´ a` une des face de l’e´chantillon e´met une onde harmonique
(ou un train d’ondes) de forte amplitude. La composante a` la fre´quence double est mesure´e apre`s
une distance de propagation telle que son amplitude soit suffisante. Cette mesure, qui ne´cessite une
bonne pre´cision, peut eˆtre re´alise´e a` l’aide d’un transducteur centre´ a` la fre´quence double, qu’il est
ne´cessaire de calibrer (par une me´thode e´lectrique [63] ou a` l’aide d’un interfe´rome`tre optique [64]).
Les me´thodes dites thermodynamiques, de mesure du rapport Bl/Al, reposent sur le de´velop-
pement suivant, obtenu a` partir des relations (1.24) et (1.20) par Beyer [5] :
Bl
Al
= 2ρ0c0
(
∂c
∂p
)
T,p=p0
+
2c0T0α
ρ0cp
(
∂c
∂T
)
p,T=T0
=
(
Bl
Al
)′
+
(
Bl
Al
)′′
. (2.1)
Le coefficient Bl/Al est alors obtenu par une mesure des variations de vitesse du son en fonction de
la tempe´rature et de la pression, la contribution du second terme (a` droite de (2.1)) e´tant petite.
Les premie`re mesures de ce type ont e´te´s re´alise´e par Coppens et Beyer [7], [5].
Leur comparaison avec les premiers re´sultats obtenus par ge´ne´ration de seconde harmonique
pre´sentait des diffe´rences de l’ordre de 20%. L’accord entre les deux techniques a e´te´ e´tabli dans
les anne´es 80 comme le rappelle Makarov [6], mais des re´sultats re´cents donnent encore des valeurs
plus e´leve´es d’environ 20% (voir [6] pour les re´fe´rences). Ces diffe´rences mettent en e´vidence la
difficulte´ de ce type de mesure. La ge´ne´ration d’harmoniques en particulier ne´cessite la calibration
des capteurs pour connaˆıtre l’amplitude du de´placement, ce qui induit de grandes incertitudes. Ce-
pendant les valeurs sont syste´matiquement plus grandes en ge´ne´ration d’harmoniques qu’en mesure
thermodynamique, ce qui tend a` prouver qu’une erreur syste´matique, due a` la configuration expe´-
rimentale, entache les re´sultats. En ge´ne´ration d’harmoniques, le facteur deux entre les fre´quences
des ondes utilise´es rend ne´cessaire une correction de diffraction et d’atte´nuation. Le cre´dit accorde´
aux mesures thermodynamiques est meilleur que celui accorde´ a` la ge´ne´ration d’harmoniques et
l’erreur due a` la calibration du dispositif est a priori non syste´matique.
Diffe´rentes techniques ont e´te´ imagine´es depuis les premie`res expe´riences de Beyer : on trouve
une pre´sentation de ces dernie`res chez Barrie`re [28] et Villa [65]. On se reportera aux re´ferences
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suivantes pour les mesures dans les fluides et dans les gels [66], [67] et [53]. Des techniques d’imagerie
ou de tomographie [68], [69] commencent a` se de´velopper [70], [71], dans la suite des travaux de
Ichida [72]. La plupart de ces me´thodes utilisent des niveaux de puissance mode´re´s correspondant
a` une propagation faiblement non-line´aire, voire line´aire (me´thode thermodynamique). Dans ces
conditions, les amplitudes des harmoniques dont l’ordre est supe´rieur a` deux peuvent eˆtre ne´glige´es ;
ces dernie`res ne permettent que difficilement de mesures des coefficients de non-line´arite´ [73], [9].
Il est e´galement possible d’utiliser des ondes choque´es et de proce´der a` la mesure du coefficient de
non-line´arite´ par comparaison avec un mode`le de propagation [74] de´crivant la distortion du front
d’onde.
Solides :
Pour les solides, on retrouve des me´thodes ”classiques”, analogues a` celles utilise´es pour les
fluides, que sont :
– la ge´ne´ration d’harmoniques [75] [37] [76], qui peut eˆtre mesure´e a` l’aide d’un transduc-
teur [77], d’un de´tecteur capacitif [56] (couche d’air comprise entre une e´lectrode et la surface
me´tallise´e de l’e´chantillon) ou d’un interfe´rome`tre optique [78].
– l’acousto-e´lasticite´ [79], [55] (mesure des variations de vitesse du son en fonction d’une contrainte
uniaxiale) et les me´thodes du type thermodynamiques (variation de ce´le´rite´ sous pression hy-
drostatique avec controˆle de tempe´rature).
On peut e´galement mentionner la technique de compression par choc [73] (re´ponse a` un e´chelon de
contrainte de forte amplitude).
Des me´thodes plus re´centes proce`dent par identification des modes de re´sonances. Un e´chan-
tillon de cristal, taille´ avec pre´cision, est mis en re´sonance par des transducteurs a` pointe (”pin
transducers”). La re´partition spatiale des vibrations est mesure´e par interfe´rome´trie laser sur une
(ou plusieurs) surfaces de l’e´chantillon. Ces images des modes sont compare´es avec celles fournies
par une simulation pour identifier les fre´quences de re´sonance et calculer les constantes e´lastiques
et pie´zoe´lectriques du deuxie`me ordre [80].
Sur des barres de roche ou le be´ton, le de´calage des fre´quences de re´sonance avec l’amplitude
fournit les coefficients non-line´aires de ces mate´riaux fortement inhomoge`nes (qui diffusent et atte´-
nuent fortement les ondes au dela` du Megahertz). Les valeurs obtenues sont tre`s grandes (jusqu’a`
103) et correspondent a` une non-line´arite´ dite ”non-classique” [81], [82], [83] (hyste´re´sis, joints de
grains, micro-fissures) e´voque´e dans l’annexe B.
Enfin, des me´thodes utilisant l’interaction d’ondes, sont employe´es pour les diffe´rents types de
non-line´arite´ :
– pour la non-line´arite´ e´lastique ”classique”, a` l’aide d’ondes propagatives (dans le domaine du
Me´gahertz), dans les fluides [70], [84] ou les solides [51], [85], [65], mais aussi par re´sonance [87].
– pour e´tudier la non-line´arite´ des mate´riaux granulaires ou endommage´s, a` des fre´quences
infe´rieures a` 500 kHz [88], [89], [90], [91].
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– pour caracte´riser des suspensions de bulles graˆce a` l’interaction de deux faisceaux croise´s de
fre´quences proches dans un nuage de bulles, qui produit une onde diffuse´e dont la fre´quence
correspond au domaine de re´sonance des bulles (de´tecte´e a` l’aide d’un hydrophone) [92], [93].
2.2 Dispositif expe´rimental
L’interaction d’ondes offre une configuration exploitable lorsque les fre´quences des deux ondes
sont suffisamment e´loigne´es (f1/f2 ≥ 10) : les fre´quences somme et diffe´rence restent alors dans la
bande passante du transducteur de plus haute fre´quence. Il est alors possible de mesurer l’effet non-
line´aire sans recourir a` des capteurs d’utilisation de´licate tels que les de´tecteurs capacitifs (comme
dans certaines expe´riences de ge´ne´ration d’harmonique). Une mesure pre´cise de l’amplitude des
ondes secondaires est e´galement difficile avec des capteurs ultrasonores courants : elle ne´cessite
une calibration pre´cise. L’originalite´ de notre montage re´side dans l’exploitation de la phase des
signaux : les niveaux d’e´mission e´tant mode´re´s, l’effet non-line´aire se traduit par une modulation
de phase du signal de plus haute fre´quence, qui correspond bien a` la solution e´tablie dans le cadre
de l’approximation de faible non line´arite´.
Pour re´aliser des mesures fiables, il est ne´cessaire de se placer dans des conditions favorables
du point de vue de l’atte´nuation, de la diffraction et e´galement de la non-line´arite´. La fre´quence la
plus basse est choisie de fac¸on a` provoquer un effet cumulatif sur un grand nombre de longueurs
d’onde. La plus e´leve´e doit eˆtre au moins dix fois plus grande pour que l’interaction des deux
ondes soit assimilable a` une modulation de phase et que les effets de diffraction soit identiques sur
l’onde primaire et les deux ondes filles. Les re´sultats e´voque´s au paragraphe 1.2.3.3 [28] mettent
en avant l’avantage d’une me´thode exploitant ces conditions d’interaction, compare´e a` la me´thode
de ge´ne´ration de seconde harmonique pour laquelle une correction de diffraction s’ave`re ne´cessaire.
Enfin, l’amplitude des deux ondes doit eˆtre suffisante pour donner un effet (modulation de phase)
mesurable et leur atte´nuation peut eˆtre corrige´e.
2.2.1 Les diffe´rentes configurations, roˆle des interfaces
L’e´chantillon est place´ entre deux transducteurs pie´zoe´lectriques (figure 2.1 a` gauche) d’un
rapport de fre´quences centrales (f1/f2) de l’ordre de 10 (30 et 2, 5 MHz ou 10 et 1 MHz). Le
transducteur de haute fre´quence peut eˆtre excite´e par un signal harmonique (e´mission continue)
ou un train d’ondes1, celui de basse fre´quence par un train d’ondes ou une impulsion2. Les deux
signaux d’excitation sont synchronise´s (dans le cas d’un train d’ondes HF) de manie`re a` ce que
1Emission transitoire de la porteuse (obtenue par modulation d’amplitude d’une source sinuso¨ıdale harmonique, a`
l’aide d’un me´langeur analogique (”frequency mixer”)). La dure´e du train doit eˆtre supe´rieure a` la dure´e de l’impulsion
BF (quelques microsecondes).
2Dans la pratique, les trains d’ondes BF ne sont utilise´s que dans les fluides [94], pour lesquels on parvient
a` obtenir un niveau d’excitation suffisant. Ils ame´liorent la re´solution fre´quentielle, ce qui permet d’envisager un
balayage en fre´quence (inte´ressant pour les milieux inhomoge`nes ou` les suspensions de bulles) dans la bande passante
du transducteur BF.
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l’interaction ait lieu sur le trajet retour de l’onde de haute fre´quence (du transducteur BF vers le
transducteur HF).
HF
L
BF
HF
Eau
Leau
Lsol
Solide
BF
z
0
Fluide
ou
Solide
(a) (b)
Fig. 2.1 – Principe des mesures. A gauche : mesure absolue sur une simple tranche (de fluide ou
de solide) ou mesure comparative sur un fluide (par substitution du fluide e´tudie´ au fluide e´talon).
A droite : mesure relative pour un solide, par comparaison avec l’eau (fluide e´talon).
La modulation de phase instantane´e s’exprime (cf. § 1.2.3.1 ou 1.4.2) :
Φp(L, t) =
k1L
VL
β v2 (t− L/VL) , (2.2)
ou` k1 est le vecteur d’onde HF, L la distance d’interaction, VL la vitesse des ondes longitudinales,
β le coefficient de non-line´arite´ et v2 la vitesse particulaire BF. La porteuse module´e en phase est
enregistre´e a` la sortie transducteur HF graˆce a` un dispositif d’e´mission-re´ception. La de´modulation
est re´alise´e par un circuit analogique ou un programme nume´rique3. La figure 2.2 donne un exemple
de signal de modulation de phase obtenu dans l’eau (pour une distance d’interaction L = 20 mm)
avec une de´modulation analogique et une de´modulation nume´rique applique´es respectivement a` une
porteuse harmonique et a` un train d’ondes.
Le dispositif expe´rimental mis au point par C. Barrie`re s’appliquait essentiellement aux fluides et
utilisait une onde de haute fre´quence e´mise en re´gime harmonique (voir la figure C.1 l’annexe C.1).
Dans ces conditions, l’acquisition est de´clenche´e sur l’e´mission de l’impulsion BF et aucune synchro-
nisation n’est ne´cessaire entre les deux ondes. L’e´mission HF continue, utilise´ pour les mesures dans
les fluides, ne convient pas dans les solides car l’atte´nuation e´tant moindre, des ondes stationnaires
3Les programmes de de´modulation nume´rique sont pre´sente´s au chapitre 4. (§ 4.1.3). Celui que nous utilisons
pour les mesures de coefficients de non-line´arite´ repose sur un sche´ma analogue a` celui de la de´modulation analogique
de´crite au paragraphe 2.2.4.2.
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Fig. 2.2 – Comparaison des modulations de phase pour une porteuse en train d’ondes (de´modulation
nume´rique) et harmonique (de´modulation analogique).
perturbent les mesures. Pour cela, la dure´e des impulsions HF et BF doit eˆtre infe´rieure au temps
de vol L/VL dans l’e´chantillon (respectivement 3 µs et 13 µs pour 20 mm de duralumin et d’eau).
C’est e´galement ce qui limite le rapport des fre´quences, ainsi que la possibilite´ d’utiliser des trains
d’ondes BF. L’utilisation de trains d’ondes HF autorise par ailleurs des niveaux d’excitation plus
e´leve´s, ce qui est indispensable dans les solides, car l’amplitude des ondes secondaires est bien plus
faible que dans un fluide (la modulation de phase est proportionnelle a` 1/V 2L ). La tension applique´e
aux bornes du transducteur peut eˆtre d’autant plus forte que le taux de cycle est faible (la puissance
moyenne admise par le capteur est de 125 mW).
Le dispositif, sche´matise´ sur la figure 2.3, comprend la synthe`se du train d’ondes HF a` l’aide d’un
me´langeur (”multiplieur” symbolise´ par : ⊗), la synchronisation de l’impulsion BF (de´livre´e par un
ge´ne´rateur d’impulsions), l’e´mission-re´ception du train d’ondes porteur ainsi que sa de´modulation
de phase. Nous reviendrons sur les diffe´rentes parties du montage au paragraphe 2.2.4. Le filtrage
passe-bas de la porteuse a` l’e´mission assure l’e´limination d’e´ventuelles harmoniques produites par
l’amplification. Le filtrage passe-haut, a` la re´ception, coupe a` fc = f1/2 et limite donc la bande
basse a` f1 − fc.
La re´flexion du faisceau sonde (si le paralle´lisme est imparfait), ou la transduction du signal
retour (superposition et re´ponse en fre´quence dissyme´trique) peuvent causer une modulation d’am-
plitude de la porteuse. L’ajout d’un filtre passe-bas entre le ge´ne´rateur d’impulsions et le trans-
ducteur BF diminue la superposition de ce signal BF a` la porteuse (on coupe les fre´quences e´mises
dans la partie haute de la bande passante BF). Le filtre passe-haut, place´ entre le transducteur
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Fig. 2.3 – Dispositif de mesure du coefficient de non-line´arite´, avec un train d’ondes HF et une
impulsion BF.
HF et la re´ception contribue e´galement a` l’e´limination de cet effet : il corrige la bande passante du
transducteur HF (correction d’une remonte´e de la re´ponse dans les basses fre´quences : 5 a` 10 MHz,
pour le transducteur HF a` 30 MHz).
2.2.1.1 Me´thode absolue
La premie`re variante de la me´thode est absolue : elle ne´cessite une mesure par interfe´rome´trie
optique du de´placement de l’onde de basse fre´quence a` la surface du solide (voir au paragraphe
suivant). Une de´rivation nume´rique4 fournit la vitesse de de´placement qui intervient dans l’expres-
sion (2.2) de la modulation de phase. La mesure du de´phasage acoustique de la porteuse a` 30 MHz
pour un trajet simple dans l’e´chantillon solide permet de calculer β. Dans cette configuration, les
fluctuations e´tant faibles dans un milieu solide, il est possible d’utiliser un dispositif analogique pour
de´moduler le train d’ondes porteur par un signal de re´fe´rence harmonique. En effet, la de´modulation
analogique ne´cessite d’effectuer une moyenne (avec l’oscilloscope) des de´phasages acquis. Les fluc-
tuations du trajet acoustique du train d’ondes sonde, induites par les mouvements de´sordonne´s du
4L’ope´ration peut e´galement eˆtre effectue´e par un circuit analogique, c’est le cas des vibrome`tres utilise´s pour les
fre´quences infe´rieures a` 20 kHz.
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fluide, perturbent le ze´ro de phase en sortie de de´modulation, ce qui de´te´riore conside´rablement le
calcul des moyennes. La de´modulation nume´rique permet, dans le cas des mesures relatives de´crites
ci-apre`s, de reme´dier a` cet inconve´nient. En revanche elle reste moins pre´cise dans le cas d’une
simple couche de solide en raison des faibles valeurs de l’indice de modulation.
Le transducteur de haute fre´quence est place´ au contact de l’e´chantillon. Un gel couplant assure
la transmission des ondes. Cette couche de couplant n’exce`de pas 0,1 mm. La vitesse de propagation
e´tant de l’ordre de 1500 m/s, cette e´paisseur est de l’ordre d’une longueur d’onde HF, ne´gligeable
devant le trajet dans l’e´chantillon. Le capteur de basse fre´quence est colle´ au solide5 pour garantir
une stabilite´ des impulsions ge´ne´re´es lors des mesures acoustiques et optiques. Dans les solides
envisage´s, le coefficient d’atte´nuation est tre`s faible, on conside`re donc que la vitesse de de´placement
(le maximum du premier front) est constante tout au long de l’interaction. Il est possible de corriger
l’effet de l’atte´nuation de la basse fre´quence sur l’amplitude de la modulation de phase. Le biais de
la mesure optique (effectue´e sur la surface libre, a` la place du transducteur HF) peut eˆtre corrige´
en appliquant un facteur exponentiel (atte´nuation d’une onde plane).
2.2.1.2 Me´thode comparative
La deuxie`me me´thode est relative ; elle utilise deux de´phasages acoustiques de´module´s nume´-
riquement. Pour les fluides, on effectue une simple substitution dans la cellule : la modulation de
phase est mesure´e dans le milieu e´talon (l’eau distille´e), puis on remplace l’eau par le fluide e´tudie´.
Le rapport des modulations de phase donne le rapport des coefficients de non-line´arite´ :
βfluide
βeau
=
Φfluide
Φeau
V 2fluide
V 2eau
. (2.3)
La diffe´rence d’impe´dance acoustique des deux mate´riaux est ne´gligeable si les transducteurs utilise´s
ont une forte impe´dance me´canique (celle des ce´ramiques pie´zoe´lectriques).
Dans le cas d’un solide, une couche d’eau surmonte l’e´chantillon, auquel le capteur BF est colle´
comme pre´ce´demment. Les deux premiers e´chos fournissent respectivement (pour une synchroni-
sation adapte´e de l’impulsion BF) un de´phasage relatif au trajet dans le fluide uniquement (Φeau)
et un de´phasage somme des effets dans le solide et le fluide (Φtot). La dure´e du train d’ondes est
limite´e par le temps de vol dans le solide. Le rapport des coefficients de non-line´arite´ du solide et
de l’eau est donne´ par :
βsol
βeau
= 2Ts/e
V 2solLeau
V 2eauLsol
(
Φtot
Φeau
− 1
)
, (2.4)
ou` Ts/e = 2Zsol/(Zsol + Zeau) est le coefficient de transmission en ondes planes a` l’interface solide-
eau. Les figures 2.5 et 2.4 illustrent les re´sultats de la me´thode relative dans le cas du duralumin.
Sur la figure 2.5, comme dans la suite du chapitre, on trace la modulation de phase (ou une quantite´
qui lui est proportionnelle) en fonction de l’amplitude de l’impulsion de basse fre´quence (que l’on
5Nous utilisons de l’acetyl salicilate (aussi appele´ ”salol”) : chauffe´ a` quarante degre´s, ce compose´ organique sous
forme de poudre, fond et se solidifie en refroidissant.
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fait varier avec un atte´nuateur). La pente de la re´gression line´aire6 est alors proportionnelle au
coefficient de non-line´arite´.
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Fig. 2.4 – Modulations de phase pour les mesures relatives dans le duralumin.
La me´thode relative permet l’e´conomie (en terme de temps et de pre´cision) de la mesure optique
des vitesses de de´placement, mais elle ne´cessite une bonne connaissance des impe´dances me´caniques
des deux milieux. Cette variante est finalement moins pre´cise, principalement a` cause des mesures
de phase. Dans cette configuration, il est en effet ne´cessaire d’utiliser une de´modulation nume´rique,
qui est plus sensible au bruit (fluctuations importante dans les fluides) que la version analogique
(cf. § 2.2.4). La pre´cision est satisfaisante pour les deux modulations de phase Φeau et Φtot (de
l’ordre de 0,1 rad), mais le rapport des de´phasages relatifs au trajet dans l’eau et dans le solide est
d’environ 20. La diffe´rence des modulations de phase est donc plus sensible au bruit. La pre´cision de
cette de´modulation est e´galement limite´e par la qualite´ de la nume´risation du train d’ondes porteur,
en particulier, par le nombre de bits de quantification des oscilloscopes nume´riques (la fre´quence
d’e´chantillonnage qui de´passe les 500 MHz est largement suffisante). En nume´risant le signal sur 12
bits (4096 niveaux), cette me´thode (avec de´modulation nume´rique) pourrait eˆtre aussi pre´cise que
la version absolue (avec de´modulation analogique), a` condition que le bruit duˆ a` la traverse´e de la
couche de fluide puisse eˆtre e´limine´ par le filtrage et les moyennes.
La modulation de phase correspondant au trajet dans le solide, obtenue par soustraction des
deux droites de la figure 2.5 (me´thode relative), est compare´e au re´sultat de la me´thode absolue sur
la figure 2.6. La comparaison des deux variantes tourne naturellement a` l’avantage de la version ab-
6Obtenue par la me´thode des moindres carre´s (Matlab).
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Fig. 2.5 – Me´thode relative pour un parcours de 25 mm de duralumin et de 20 mm dans l’eau.
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Fig. 2.6 – Comparaison des me´thodes absolue et relative sur le duralumin.
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solue, moins pratique pour les applications (calibration par interfe´rome´trie de la vitesse particulaire
BF). Cependant les ame´liorations apporte´es a` l’acquisition de la porteuse (voir § 2.2.4.4 : dispositif
de synchronisation pour la de´tection de phase nume´rique) n’ont pas e´te´ teste´es et devraient per-
mettre d’ame´liorer la pre´cision des mesures relatives dans les solides. Le de´calage des deux droites
de la figure 2.5 est difficile a` expliquer : l’ordonne´e a` l’origine est la meˆme pour les deux modulations
de phase (de l’ordre de 10 mrad). La soustraction des deux droites annule presque comple`tement ce
de´calage. La re´flexion partielle des deux ondes a` l’interface solide/fluide, la diffraction, un de´faut de
l’alignement des transducteurs (l’incidence n’est pas rigoureusement normale) ou du paralle´lisme
des interfaces ou encore l’atte´nuation ne semblent pas eˆtre en cause puisque la modulation de phase
est surestime´e. L’effet Doppler, que le faisceau HF subit a` sa re´flexion sur les interfaces, est quant
a` lui bien trop faible pour eˆtre responsable de ce de´calage (voir paragraphe suivant). Il serait ne´-
cessaire d’effectuer d’autres expe´riences pour e´claircir ce point. Cette me´thode n’a pas e´te´ utilise´e
tre`s longtemps sur les solides (elle a e´te´ ”mise en veille” au profit de la variante absolue), mais elle
reste bien adapte´e, et pre´cise, pour les mesures dans les fluides.
2.2.1.3 Interaction contra-propagative, effet Doppler
L’interaction contra-propagative a lieu aux deux interfaces : d’abord sur le capteur BF au
moment de la re´flexion du train d’ondes et de l’e´mission de l’impulsion, puis a` la re´ception du
train d’ondes par le transducteur HF (re´flexion de l’impulsion). Cet effet est quasiment nul puisque
l’impulsion bipolaire de vitesse induit deux variations de ce´le´rite´, successives du point de vue de
l’onde HF, qui se compensent. Si les deux ondes ne se propagent pas dans le meˆme sens l’interaction
coline´aire n’est pas cumulative [95], [67].
L’effet Doppler intervient a` la re´flexion du train d’ondes sur la surface en mouvement. Il s’agit
d’un effet local qui module la fre´quence par variation du chemin acoustique (ou optique)7. Dans le
cas, qui concerne nos expe´riences, de la re´flexion normale, le de´phasage, e´quivalent a` la modulation
de fre´quence Doppler, s’exprime par [28] :
Φd =
4piu2
λ1
. (2.5)
Le rapport avec le de´phasage induit par interaction non-line´aire est :
Φd
Φp
= β
ω2L
4VL
. (2.6)
Dans des configurations expe´rimentales moins favorables, la calibration du transducteur de basse
fre´quence permettrait de soustraire Φd a` la modulation de phase mesure´e. Le rapport (2.6) vaut
3, 7.102 pour l’eau et 2, 0.102 pour le duralumin (avec les valeurs du tableau 1.1). L’effet Doppler
n’exce`de pas un pour cent de φp, il est relativement plus important dans les solides que dans les
fluides, mais reste ne´anmoins ne´gligeable.
7La compe´tition entre les effets parame´triques et Doppler fit de´bat il y a quelques dizaines d’anne´es. L’effet Doppler
n’est significatif que si la longueur d’onde e´mise par la surface vibrante est plus grande que la distance d’interaction
(voir Piquette et Van Buren [28]).
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Zarembo [50] traite en de´tail l’effet de de´phasages successifs subis par les ondes primaires et
secondaires au cours de plusieurs aller-retours dans un e´chantillon, dans le cas de la fre´quence
somme. Ces de´phasages, dus a` la partie imaginaire des coefficients de re´flexion, modifient les condi-
tions d’accord de phase au cours des trajets successifs. L’article de Zhou [96] de´crit la re´flexion
d’une onde de volume de forte amplitude en fonction de l’angle d’incidence. L’incidence normale se
rame`ne au cas de la re´flexion line´aire d’une onde harmonique.
2.2.2 Mesure optique de la vitesse de de´placement, diffraction
L’expression (2.2) de la modulation de phase du train d’ondes sonde fait intervenir la vitesse
de de´placement de l’impulsion de basse fre´quence a` l’interface transducteur BF/e´chantillon. Dans
le cas de la me´thode absolue, l’interfe´rome´trie laser8 permet de mesurer avec pre´cision (bande
passante de 50 MHz et pre´cision de 0, 1 nm) le de´placement BF a` la surface de l’e´chantillon (en
z = L). Une de´rivation nume´rique du de´placement fournit la vitesse particulaire v2(L, t) et permet
une comparaison des formes d’onde de la modulation de phase et de la vitesse de de´placement. Il
faut tenir compte de la re´flexion a` l’interface solide/air qui ”double” la vitesse de de´placement.
Cette mesure optique est re´alise´e a` la surface libre de l’e´chantillon (interface transducteur
HF/e´chantillon). On conside`re donc que v2(L, t) = v2(0, t), c’est a` dire que l’atte´nuation et la
diffraction sont ne´gligeables. Cette approximation est correcte a` 1% pre`s, tant que αL << 10−2
(avec α le coefficient d’atte´nuation de´finit au paragraphe 1.2.3.2 page 20), ce qui est ve´rifie´ dans
la plupart des mate´riaux e´tudie´s. Dans le cas de la silice, nous avons pu mesurer la forme du de´-
placement a` l’interface z = 0 se´parant le transducteur BF et l’e´chantillon (voir figure 2.1a). Le
de´placement obtenu est exempt de tout effet de diffraction. On peut conside´rer que la vitesse de
de´placement qui en de´rive est exactement celle qui interagit avec l’onde porteuse contrairement au
cas pre´ce´dent (mesure a` la surface de l’e´chantillon), pour lequel le releve´ optique est celui de l’onde
BF apre`s propagation.
Pour effectuer une mesure quantitative, il faut calibrer la sonde optique en tenant compte de la
re´flexion partielle du faisceau laser a` l’interface z = L qu’il traverse. La proce´dure de calibration
analogique consiste a` mesurer, a` l’aide d’un analyseur de spectre, les amplitudes de la raie centrale
(70 MHz) et des raies late´rales (de modulation de phase). Le rapport de ces amplitudes donne
la modulation de phase. Le facteur de calibration de l’e´lectronique est donne´ par le rapport de
l’amplitude du signal e´lectrique de sortie sur l’indice de modulation de phase obtenu pre´ce´demment.
Si une re´flection partielle (en z = L) intervient, le niveau de porteuse a` partir duquel est obtenu
l’indice de modulation n’est pas celui du faisceau qui frappe la surface en mouvement. Autrement
dit, le niveau de re´fe´rence de la porteuse est biaise´ ainsi que le faisceau sonde a` son retour a` travers
l’interface. Pour obtenir une valeur cohe´rente du de´placement a` l’interface transducteur BF-Silice,
il serait par ailleurs ne´cessaire de corriger le de´phasage induit par l’interaction acousto-optique sur
le faisceau lumineux lors de sa propagation dans l’e´chantillon. La mesure absolue e´tant de´licate
8Pour une description de´taille´e de la technique, voir au Chapitre 4. Elle exploite e´galement une modulation de
phase : celle produite par effet Doppler lors de la re´flexion du laser sur une surface en mouvement.
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Fig. 2.7 – De´placement et vitesse particulaire engendre´s par un transducteur BF colle´ a` un e´chan-
tillon de silice, pour diffe´rentes distances de propagation.
dans cette configuration, nous nous contentons d’une comparaison des formes d’ondes normalise´es
(figures 2.7). Leur observation met en e´vidence les limites de la me´thode en terme d’e´paisseur de
l’e´chantillon : par exemple, pour L = 30 mm, ce qui correspond a` la distance de Fresnel (a2/λ, ou` a
est le rayon du capteur) a` 2, 5 MHz dans la silice, l’impulsion de basse fre´quence est de´forme´e par
la diffraction, ce qui peut perturber la mesure.
Les signaux obtenus dans la silice et le duralumin mettent bien en e´vidence l’effet de la diffraction
de l’onde de basse fre´quence. Pour une surface e´mettrice de dimension limite´e et anime´e d’un
mouvement uniforme, la diffraction se traduit par la pre´sence d’ondes de bord : un point sur l’axe
rec¸oit en premier le signal e´mis par le centre du capteur et plus tard celui qui provient des bords de la
surface e´mettrice. Plus on s’e´loigne du capteur, plus la diffe´rence entre les distances de propagation
(depuis le centre et les bords) est faible : l’onde de bord vient interfe´rer avec le de´but du front
d’onde.
Pour ces ge´ome´tries simples (e´metteur plan carre´ ou circulaire), le proble`me peut eˆtre re´solu, en
re´gime line´aire, graˆce au formalisme de la re´ponse impulsionnelle de diffraction, base´ sur les fonctions
de Green de l’ope´rateur de propagation [97], [98]. L’annexe D re´sume les re´sultats obtenus pour les
ouvertures circulaire et carre´e. La diffe´rence entre ces deux ge´ome´tries n’est pas tre`s importante.
Il existe des de´coupes de surface e´mettrice plus complexes (en forme de rosace) qui permettent de
diminuer et ces effets et de conserver une forme bien bipolaire sur des distances de propagation plus
importantes [99].
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Fig. 2.8 – Modulation de phase acoustique et mesure optique sur l’axe du capteur BF et en moyenne
suivant un diame`tre du transducteur HF (e´chantillon de 15 mm de silice).
Pour tracer la figure 2.8, nous avons de´place´ le point de de´tection selon un diame`tre du trans-
ducteur BF. Nous pouvons ainsi e´valuer l’uniformite´ de l’e´mission et calculer la moyenne, sur le
diame`tre du transducteur HF, de la vitesse particulaire de basse fre´quence. L’interfe´rome`tre mesure
la vitesse normale de l’interface : il somme donc la contribution des ondes d’incidence normales et
des ondes de bord. La modulation de phase acoustique est compare´e avec la vitesse particulaire sur
l’axe commun des deux transducteurs d’une part, et avec la moyenne des signaux enregistre´s suivant
le diame`tre du transducteur HF (6 mm). L’impulsion bipolaire de modulation se superpose bien avec
les deux autres formes d’ondes. Par contre, juste apre`s l’arrive´e de la partie ne´gative, la modulation
de phase semble eˆtre un compromis entre la mesure optique sur l’axe et la mesure moyenne. Sur la
moyenne, les effets de bords sont plus faibles (c’est en effet sur l’axe que l’interfe´rence est la plus
constructive) et c’est avec cette forme que la modulation devrait le mieux s’accorder. On remarque
donc que la sommation de l’onde principale et de l’onde de bord modifie la forme du de´placement
BF au cours de la propagation. Cette modification se re´percute sur la modulation de phase car
l’onde de haute fre´quence interagit avec la projection du champ sur l’axe de propagation (les ondes
de bord correspondent a` des fronts d’onde sphe´riques provenant des bord du capteur. L’interaction
de ces composantes avec l’onde de haute fre´quence n’est donc pas strictement coline´aire et produit
une contribution plus faible sur la modulation de phase). Pour s’affranchir de cet effet, on mesure
le coefficient β en utilisant le premier front d’onde (positif).
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Fig. 2.9 – Comparaison des signaux optique et acoustique pour un parcours de 15 mm dans du
duralumin.
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Fig. 2.10 – Mesures optique et acoustique pour un parcours de 25 mm dans du duralumin.
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Fig. 2.11 – Comparaison des modulations de phase pour des e´chantillons de duralumin de 15 et
25 mm d’e´paisseur (a` 2, 5 MHz les amplitudes d’excitation du transducteur n’e´taient pas les meˆmes
(si c’e´tait le cas les modulations de phase n’auraient pas la meˆme amplitude)).
Les mesures sur des e´chantillons de duralumin de diffe´rentes e´paisseurs illustrent bien ces effets.
On compare, sur les figures 2.9 et 2.10, les mesures optiques de la vitesse de de´placement (sur l’axe
du transducteur) avec la modulation de phase du faisceau sonde acoustique. Les effets de bords
sont d’autant plus faibles que la distance de propagation est petite et que la fre´quence est e´leve´e.
Les mesures re´alise´e sur 25 mm sont donc plus fiables a` 5 MHz qu’a` 2, 5 MHz. Dans ce dernier
cas (figure 2.10a), l’onde de bord commence a` interfe´rer avec le front utilise´ pour la mesure. Les
modulations de phase, repre´sente´es sur la figure 2.11 ont des formes assez proches. Les diffe´rences
sont plus marque´es a` 2, 5 MHz, ou` les effets de diffraction sont les plus importants. Une condition
est donne´e par une simple conside´ration ge´ome´trique : la distance de propagation L et le rayon du
capteur BF a2 doivent eˆtre tels que
√
a22 + L2−L > λ2, pour que la diffe´rence de temps de vol entre
le premier front et l’onde de bord soit supe´rieure a` la pe´riode BF. Elle est ve´rifie´ jusqu’a` 40 mm de
la source dans le cas le moins favorable (f2 = 2, 5 MHz, a2 = 15 mm, dans le duralumin), ce qui
semble optimiste, mais permet ne´anmoins de dimensionner le montage.
Dans des configurations moins favorables au respect des approximations (atte´nuation, diffrac-
tion, re´flexion et transmission aux interfaces), il serait possible, a` partir de l’e´talonnage du de´pla-
cement BF (optique pour la me´thode absolue et acoustique pour la me´thode relative), de simuler
nume´riquement l’inte´gration du de´phasage de la porteuse en tenant compte des conditions de pro-
pagation des deux ondes9. D’autre part, le fait que l’interaction ne se fasse pas entre deux ondes
d’amplitudes constantes tout au long de leur trajet commun, peut eˆtre pris en compte dans l’inte´-
gration du de´phasage de la porteuse10.
9Une simulation nume´rique de l’e´quation KZK, programme´e par Thierry Lepoles au cours de son post-doctorat
au LOA, est en cours de validation expe´rimentale et devrait le permettre.
10Une solution de l’e´quation KZK peut eˆtre obtenue, avec prise en compte de l’atte´nuation, en ponde´rant les deux
ondes primaires par un terme exponentiel de´croissant. En injectant cette solution du proble`me line´aire dans le terme
source de l’e´quation non-line´aire, on obtient une solution au deuxie`me ordre dont l’amplitude de´croˆıt exponentielle-
ment.
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2.2.3 Capteurs
Des transducteurs BF ont e´te´ fabrique´s au cours de ce travail, graˆce a` l’aide pre´cieuse de
Daniel Royer. Ils ont permis d’augmenter les niveaux d’e´mission dans les solides. L’application
(sous Matlab) du mode`le analytique de transducteur mono-e´le´ment [100] permet de choisir le milieu
arrie`re en fonction du milieu de propagation et de la forme d’onde souhaite´e. Les re´sultats sont
pre´sente´s en annexe E.
2.2.4 E´lectronique et de´modulations
Cette section pre´sente les ame´liorations apporte´es a` l’e´lectronique du montage. Un dispositif
d’e´mission-re´ception plus souple permet d’adapter la fre´quence de fonctionnement (mesures avec
une porteuse a` 10 MHz dans les fluides) et d’augmenter le niveau d’excitation de la porteuse.
L’adaptation de la de´modulation analogique, pour la de´modulation de trains d’ondes, a rendu pos-
sibles les mesures de coefficients de non-line´arite´ des solides. Enfin, l’utilisation d’une de´modulation
nume´rique est avantageuse, car elle fonctionne a` n’importe quelle fre´quence de porteuse (mesures
optiques et acoustiques). Cependant, elle ne´cessite une porteuse peu bruite´e. Pour l’obtenir, il faut
re´aliser des moyennes avec un de´clenchement fiable de l’oscilloscope et de l’impulsion BF, a` par-
tir de la porteuse. Un circuit de synchronisation, utilise la sortie de la source HF comme horloge
pour de´clencher le ge´ne´rateur de cre´neau (pour le train d’ondes), l’oscilloscope et le ge´ne´rateur
d’impulsions (par l’interme´diaire d’un ge´ne´rateur d’impulsions retarde´es).
2.2.4.1 E´lectronique d’e´mission-re´ception
Le dispositif expe´rimental avec porteuse harmonique est de´crit dans l’annexe C.1 (figure C.2). Il
utilise une jonction hybride (coupleur directionnel), qui est un quadripoˆle, dont le fonctionnement
est base´ sur des lignes de transmissions (guides coaxiaux ou plan sur un substrat). Ce dispositif
(dont l’utilisation est e´galement de´crite dans l’annexe C.1) pre´sente l’avantage d’eˆtre un composant
passif, mais son fonctionnement n’est adapte´ qu’a` une fre´quence (roˆle du boˆıtier de compensation
d’impe´dance). Dans le cas de mesures en re´gime harmonique un re´glage fin de la compensation
doit eˆtre effectue´ avant chaque mesure. Il est assez sensible aux variations de l’impe´dance de la
colonne de fluide sous l’effet de la tempe´rature. En re´gime transitoire, cet inconve´nient est moins
prononce´ puisque qu’un de´faut d’adaptation ne perturbe l’e´cho acoustique que par l’interme´diaire
de re´flexions successives11.
Le montage d’e´mission-re´ception re´alise´ au cours de ce travail utilise des commutateurs analo-
giques, base´s sur des transistors (pour le de´tail de son fonctionnement, se reporter a` l’annexe C.1).
Il s’agit de circuits inte´gre´s actifs re´alisant la fonction d’interrupteur actionne´e par un signal de
commande. Avec ce type de montage, seule l’e´mission de trains d’ondes est envisageable puisque
11La largeur de bande peut eˆtre un proble`me plus subtil : si l’adaptation d’impe´dance est ide´ale, le port de re´ception
rejette tout le contenu spectral en dehors de la fre´quence de porteuse, le composant filtrera donc les raies late´rales de
modulation de phase. Il s’agit donc d’un compromis entre la largeur de bande et l’isolation.
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Fig. 2.12 – Signaux d’e´mission-re´ception obtenus avec une jonction hybride.
les e´tats ouvert et ferme´ sont clairement distincts. Le signal carre´, destine´ a` eˆtre multiplie´ avec la
porteuse pour obtenir le train d’ondes, est divise´ en deux pour eˆtre applique´ sur l’entre´e de com-
mande du commutateur. Ce dispositif pre´sente l’avantage, de ne pas ne´cessiter de compensation
d’impe´dance et d’avoir une large bande passante (par ailleurs il est moins couˆteux, et gue`re plus
encombrant, si l’on ne tient pas compte de l’alimentation). Un changement de fre´quence porteuse
ne´cessite seulement le changement de filtres. Enfin, les commutateurs supportent des tensions allant
jusqu’a` 20 V d’amplitude sur 50 Ohm, alors que le circulateur ne supporte qu’un Watt, soit 10 Volts.
Les signaux d’e´mission-re´ception obtenus avec les deux circuits (avant et apre`s de´modulation) sont
pre´sente´ sur les figures 2.12 et 2.13. Quoiqu’il en soit, la bande passante du syste`me est surtout
limite´e par le transducteur, les commutateurs sont plus souples d’utilisation et fonctionnent avec
des tensions plus e´leve´es. Les diffe´rentes configurations de montage des commutateurs sont pre´sen-
te´es en C.1, le circuit comportant deux montages en T (T-switch) a e´te´ utilise´ pour les mesures de
coefficient de non-line´arite´, avec une fre´quence de porteuse de 10 ou 30 MHz. Le circuit comportant
un seul montage en T, a surtout e´te´ utilise´ pour d’autres applications (par colle`gue D. Clorennec
(IR CNRS au laboratoire), pour l’e´mission-re´ception d’ondes de surface.).
Des mesures pre´cises de ce´le´rite´ peuvent eˆtre effectue´es avec ces dispositifs d’e´mission-re´ception.
La figure 2.14 reproduit le signal d’e´mission-re´ception dans le cas assez avantageux du Germanium
(l’atte´nuation y est tre`s faible). L’amplitude des premiers e´chos est sature´e, pour permettre l’ac-
quisition des suivants. Le calcul des vitesses de propagation est re´alise´ par corre´lation d’e´chos :
le signal est ”de´coupe´ en tranches”, contenant un e´cho, graˆce a` une estimation de la vitesse et de
l’e´paisseur (ou par application d’un seuil). Puis ces portions de signal sont corre´le´es entre-elles. Le
maximum de la corre´lation correspond au de´calage temporel pour lequel les deux trains d’ondes
se superposent comple`tement. Les temps de vols successifs peuvent ainsi eˆtres obtenus avec une
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Fig. 2.13 – Signaux d’e´mission-re´ception obtenus avec des commutateurs.
pre´cision meilleure qu’une pe´riode HF (soit 33 ns), qui de´pend de la fre´quence d’e´chantillonnage
(supe´rieure a` 100 MHz). Les temps de vols e´tant au moins de quelques microsecondes (4 µs pour
20 mm de trajet a` 5000 m/s), l’incertitude est infe´rieure a` 1%.
Avec ce dispositif, il est e´galement possible d’envisager une mesure de ce´le´rite´ par interfe´rence
d’e´chos : deux trains d’ondes successifs sont e´mis de fac¸on a` interfe´rer au moment ou` le premier
e´cho (du premier train d’ondes) revient frapper la surface du transducteur HF et ou` le deuxie`me
est e´mis [101]. Les signaux utilise´s pour ”fabriquer” le train d’ondes sont obtenus avec un ge´ne´ra-
teur programmable qui synthe´tise les formes d’ondes quelconques qui lui sont transmises, depuis
l’ordinateur via une interface (GPIB). On peut donc utiliser une forme d’onde nume´rique compose´e
de deux portes successives dont l’espacement peut eˆtre re´gle´ a` un e´chantillon pre`s. La fre´quence
d’e´chantillonnage du convertisseur nume´rique/analogique est de 40 MHz au maximum ce qui est
plus de 10 fois moins que celle de l’oscilloscope. Dans notre cas, cette me´thode ne permet donc pas
d’ame´liorer la pre´cision des mesures de ce´le´rite´.
Le coefficient d’atte´nuation, de´fini par la relation (1.73), peut eˆtre mesure´ sans biais dans les
fluides en faisant varier la distance entre les deux transducteurs (dans l’eau a` 1MHz, α ≈ 25.10−3
Np/m)12. Dans les solides, lorsqu’un certain nombre d’e´chos (4 ou 5) est de´tectable, le rapport
des e´chos successifs donne e´galement le coefficient α moyennant la connaissance des coefficients de
re´flexion a` la surface des deux transducteurs. Nous n’avons pas cherche´ a` faire des mesures syste´-
matiques de l’atte´nuation dans les diffe´rents e´chantillons. Pour la plupart des solides, cette approxi-
mation est correcte : seul le titane (dans lequel seuls deux ou trois e´chos peuvent eˆtre enregistre´s)
aurait ne´cessite´ une correction de l’atte´nuation. Par ailleurs, les mesures d’atte´nuation re´ve`lent
un maximum d’information lorsqu’elles sont effectue´es en fonction de la fre´quence. L’atte´nuation,
12On rappelle α[dB/m] =
 
106/VL

α[dB/µs], α[Np/m] = (1/8, 7)α[dB/m].
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Fig. 2.14 – Signal d’e´mission-re´ception pour la mesure de ce´le´rite´ (dans le Germanium).
dans les fluides ”simples”, e´volue comme le carre´ de la fre´quence (dans l’eau α = 0, 22f2[dB/m],
avec f en MHz). Dans des fluides plus complexes (comme le me´lange binaire eau/e´thanol) ou dans
les gels, la dissipation d’e´nergie provient e´galement de la relaxation des de´formations et ne´cessite
une mode´lisation plus comple`te [102]. Dans les solides, la structure de grains diffuse13 les ondes et
contribue a` l’atte´nuation, en plus des pertes par effets thermoe´lastique et hyste´retique [103]. Pour
l’effet thermovisqueux, on a α ∝ f2, pour l’hyste´resis α ∝ f .
13Les diffe´rents re´gimes de diffusion de´pendent de la taille des constituants (D) et de la longueur d’onde :
– Pour λ >> piD (diffusion Rayleigh, re´gime d’homoge´ne´isation) : α ∝ D3f4.
– Pour λ ≈ piD (diffusion stochastique, re´gime de re´sonance) : α ∝ Df2.
– Pour λ << piD (re´flexion spe´culaire) : α ∝ D−1.
Les constantes de proportionnalite´ sont fonction des caracte´ristiques ge´ome´triques, des vitesses des ondes L et T,
ainsi que de la densite´. Pour les me´taux a` grains (les roches ou les suspensions de bulles), l’e´tude de ces proprie´te´s en
re´gime line´aire est applique´e de longue date dans le controˆle non-destructif. Dans nos mesures, meˆme si les longueurs
d’onde (a` 30 MHz dans les solides) sont parfois de l’ordre de la taille des grains (50 a` 100 µm pour le titane) nous
ne´gligeons ces effets.
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2.2.4.2 De´modulation analogique
Qu’il s’agissent des mesures optiques de de´placement par interfe´rome´trie ou des mesures acous-
tique de modulation de phase, nous utilisons une de´modulation de phase analogique (figure 2.15).
Un me´langeur (composant passif) assure la multiplication des signaux, il s’agit donc d’un composant
non-line´aire. Le signal de sortie est le produit des deux entre´es, son amplitude est proportionnelle
a` chacune des deux autres dans la plage de fonctionnement normal.
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Fig. 2.15 – Principe de la de´modulation analogique d’une porteuse harmonique.
Avec un signal d’entre´e de la forme A0cos(ω1t − k1L + Φp(L, t)), ou` la modulation de phase
Φp(L, t) est donne´e par la relation (2.2), le signal a` l’entre´e RF du me´langeur s’e´crit : Aaccos(ω1t−
k1L−φac+Φp(L, t)), ou` φac est une phase a` l’origine, et le signal de re´fe´rence s’e´crit : Arefcos(ω1t−
pi/2− φref ). La sortie du me´langeur est donne´e par :
s(t) ∝ AacAref
2
[
sin
(
k1L+ φac − φref − Φp(t)
)
+ sin
(
2ω1t− k1L− φac − φref +Φp(t)
)]
. (2.7)
Le point de fonctionnement du me´langeur pour la de´modulation de phase est tel que k1L+ φac −
φref = 0 [pi]. On obtient alors, apre`s filtrage passe-bas de la composante centre´e a` 2ω1, un signal
proportionnel au sinus de la modulation de phase :
s(t) = −Ssin (Φp(t)) ≈ −SΦp(t), (2.8)
avec S ∝ AacAref . L’approximation pre´ce´dente induit une erreur infe´rieure a` 5% ,tant que Φp < 0, 5
rad. Le niveau du signal est maintenu constant sur les deux entre´es du me´langeur. Le niveau sur
l’entre´e LO est sature´ et un controˆle automatique de gain ajuste celui de l’entre´ RF. Ainsi, la
calibration de l’e´lectronique est inde´pendante du niveau du signal physique convertit par le capteur
S = cste ∝ Aac (voir annexe C.2). Par ailleurs, l’application sur l’entre´e LO du me´langeur, du signal
de re´fe´rence obtenu par filtrage passe bande de la porteuse, dispense d’un re´glage de la fre´quence
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de l’oscillateur local. C’est le cas des e´lectroniques de de´modulation de la sonde optique, ainsi que
de celui du montage d’interaction parame´trique pour une porteuse harmonique (utilise´ dans les
fluides).
2.2.4.3 De´modulation de trains d’ondes
Initialement, le train d’ondes ne pouvait pas eˆtre de´module´ nume´riquement en raison du rapport
signal sur bruit de´favorable, lors de l’acquisition de la porteuse et de son traitement nume´rique.
La possibilite´ de de´moduler nume´riquement de´pend non seulement du rapport signal sur bruit de
la porteuse, mais aussi du nombre de bits de quantification14. Ce proble`me a e´te´ re´solu par la
suite (voir paragraphe suivant) graˆce au dispositif de synchronisation, re´alise´ par Ryota Takatsu
au cours de son stage au laboratoire [104]. Des simulations de de´modulation de signaux module´s
(voir § 4.1.3.5) en phase et en amplitude, avec des bruits de phase et d’amplitude, ainsi qu’une
quantification nume´rique du signal harmonique synthe´tise´, nous ont montre´ que la de´modulation
nume´rique pouvait fonctionner meˆme pour de faibles indices de modulation. Le montage utilisant la
de´modulation analogique de trains d’onde (et e´ventuellement le dispositif d’e´mission-re´ception base´
sur les commutateurs) est pre´sente´ sur la figure C.3 de l’annexe C.1. Il correspond a` la configuration
la plus courante pour les mesures dans les solides.
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Fig. 2.16 – Principe de la de´modulation analogique d’un train d’ondes de porteuse.
14L’utilisation des moyennes avec l’oscilloscope permet de re´duire de manie`re importante le bruit ale´atoire due a`
l’e´lectronique et a` l’environnement (il de´croˆıt comme 1/
√
n, ou` n est le nombre de moyenne), par contre le nombre
de niveau de quantification verticale (256 pour nous) est fixe´, ce qui est e´quivalent a` un bruit d’amplitude de 1/256.
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Fig. 2.17 – Re´sultats de la de´modulation analogique de trains d’ondes : (a) niveaux continus
ne´cessaires a` la calibration, (b) signal de re´fe´rence (pointille´s) et modulation de phase (trait plein),
(c) modulation de phase obtenue par soustraction des deux signaux pre´ce´dents.
Nous avons commence´ par mettre au point une de´modulation analogique adapte´e aux mesures
dans les solides (fonctionnement avec un train d’ondes porteur et de faibles indices de modulation).
Dans le cas d’un train d’ondes, il est impossible d’utiliser un controˆle automatique de gain, a`
moins de concevoir un dispositif capable d’identifier le premier e´cho et de l’amplifier justement). Le
signal applique´ sur l’entre´e LO du me´langeur provient directement de la source. Sur l’entre´e RF,
la phase et l’amplitude de´pendent de la propagation de l’onde acoustique dans l’e´chantillon. Il est
donc ne´cessaire d’adapter la longueur de la ligne a` retard pour chaque e´chantillon et d’e´talonner
la re´ponse du me´langeur pour chaque amplitude du retour acoustique. Un fonctionnement line´aire
du me´langeur est assure´ lorsque le niveau du signal de re´fe´rence (LO) est sature´ (> 7 dBm) et
que celui du train d’ondes porteur est maintenu constant. La sensibilite´ (V/rad) est d’autant plus
grande que le niveau sur l’entre´e RF est e´leve´, sans de´passer le seuil de line´arite´ du composant
(1 dBm sur l’entre´e RF). Pour cela, une fois assure´ le de´phasage de pi/2 entre les deux signaux (RF
et LO), on place diffe´rentes lignes (caˆble coaxiaux) de retard entre l’amplificateur de sortie et le
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me´langeur. La diffe´rence de niveau est proportionnelle au de´phasage ∆φ induit par la ligne, donc
a` sa longueur15. La sensibilite´ du dispositif, S = ∆V0/∆φ, est obtenue en mesurant la variation
du niveau continu a` la sortie IF du me´langeur, comme le montre la figure 2.17. L’inversion de la
relation (2.8) fournit la valeur de la modulation de phase. L’excursion de phase maximale peut eˆtre
repousse´e a` pi/2 en appliquant nume´riquement l’ope´ration Arcsin au signal nume´rise´ (et calibre´)
s(t)/S (l’approximation sin (Φp) ≈ −SΦp n’est alors plus indispensable). Autrement dit, il n’est
pas absolument ne´cessaire de se trouver dans la zone de line´arite´ de s = f(φac, φref ) (c’est a` dire
φac − φref < pi/4) pour calculer le facteur de calibration ou la modulation de phase. Par contre, la
line´arite´ du me´langeur S ∝ ArefAac est indispensable.
Il est envisageable de calibrer le me´langeur une fois pour toute (voir l’annexe C.2). La valeur
de S serait alors obtenue par une simple mesure du niveau de la porteuse. Ne´anmoins, pour s’as-
surer du signe de β et s’affranchir des fluctuations (de fre´quence, de tempe´rature et des variations
d’impe´dance dues au couplage me´canique), la calibration est effectue´e pour chaque mesure. Celle-ci
a e´te´ automatise´e a` l’aide d’un dispositif simple a` base de commutateurs, en interaction avec les
acquisitions nume´riques (voir l’annexe C.2).
Comme la de´modulation nume´rique (sous re´serve de tout de´phasage (de pi) induit par l’e´lec-
tronique de re´ception), l’e´lectronique analogique permet de de´terminer le signe du parame`tre de
non-line´arite´. Pour s’assurer du signe du coefficient de non-line´arite´, il faut au pre´alable connaˆıtre
le signe du de´placement engendre´, c’est-a`-dire le sens de la polarisation du transducteur et le signe
de l’impulsion e´lectrique qui lui est applique´e. En pratique, il faut calibrer chaque nouveau capteur
BF par interfe´rome´trie. Le signe peut e´galement eˆtre obtenu graˆce a` un mate´riau e´talon, comme
dans le cas de la me´thode relative.
2.2.4.4 De´modulation nume´rique de faibles indices, synchronisation
Dans le but d’utiliser une de´modulation nume´rique, nous avons conc¸u et re´alise´ un dispositif
de synchronisation qui permet d’effectuer des moyennes sur la porteuse module´e. Le signal de
la source (de fre´quence 10, 30 ou 70 MHz)16 est utilise´ comme horloge a` partir de laquelle sont
engendre´s les signaux de de´clenchement. Pour les mesures utilisant un train d’ondes, comme celles
re´alise´es avec la montage de la figure 2.18, le signal de de´clenchement applique´ au ge´ne´rateur de
signaux assure que la multiplication de la porteuse harmonique et du signal rectangulaire donne,
en sortie du me´langeur, un train d’ondes dont la phase a` l’origine est bloque´e. Pour les mesures
avec porteuse harmonique, le de´clenchement du ge´ne´rateur d’impulsions de basse fre´quence assure,
a` chaque re´alisation que la modulation de phase soit synchronise´e avec la porteuse. Le sche´ma du
circuit de synchronisation est repre´sente´ sur la figure 2.19. Le montage de deux compteurs en se´rie
permet d’obtenir un taux de re´pe´tition assez faible (de l’ordre du kHz).
15Le retard de phase de chaque ligne, a` la fre´quence de la porteuse, est mesure´ a` l’aide d’un analyseur de re´seaux.
16Ce dispositif est e´galement utilise´ (voir la figure 4.1 du § 4.1, et aussi § 4.1.3 et § 4.2.3) pour les mesures par
interfe´rome´trie optiques.
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Fig. 2.18 – Dispositif de mesure du coefficient de non-line´arite´ des solides et des fluides, avec
synchronisation pour la de´modulation nume´rique de trains d’ondes. L’e´mission-re´ception peut eˆtre
assure´e par le circulateur ou les commutateurs.
Source HF
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≈19dBm
Sortie vers le mélangeur 
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  
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Fig. 2.19 – Dispositif e´lectronique de synchronisation.
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Fig. 2.20 – Exemples de signaux obtenus avec les deux me´thodes de de´modulation, dans le cas d’un
solide.
Graˆce a` ce dispositif, 50 a` 100 moyennes effectue´es par l’oscilloscope suffisent a` l’obtention d’une
porteuse de´modulable nume´riquement. L’utilisation des moyennes permet d’une part de diminuer
conside´rablement l’effet du bruit et d’autre part d’avoir un codage e´quivalent a` 10 bits de quanti-
fication plutoˆt que 8 dans le cas d’une seule re´alisation (d’apre`s la notice du constructeur !). Ceci
permet donc de compenser l’inconve´nient principal de la nume´risation qui re´side dans la quantifi-
cation, les fre´quences d’e´chantillonnage e´tant suffisamment e´leve´es. Les figures 2.20-(a) et 2.20-(b)
illustrent respectivement la me´thode de de´modulation analogique de train d’ondes (acquisition de
la modulation de phase et soustraction du signal de re´fe´rence) et la me´thode nume´rique (porteuse
acquise avec des moyennes et phase ”de´roule´e” nume´riquement). On compare sur les figures 2.21
les modulations de phase obtenues, qui se superposent bien (5%, au plus, de diffe´rence entre les
maxima fournis par les deux de´modulations). Les bords du train d’ondes produisent de fortes oscil-
lations du signal de phase avec les deux me´thodes. Elles sont plus visibles avec la version nume´rique
(figure 2.21), pour laquelle on n’effectue pas la soustraction du niveau de re´fe´rence. La comparaison
de la modulation de phase et de la vitesse normale a` la surface de l’e´chantillon (figure 2.22) est
finalement aussi satisfaisante qu’avec la me´thode analogique. L’effet des ondes de bord est ici aussi
nettement visible sur la fin du signal.
Les mesures re´alise´es par Ryota Takatsu ont montre´ les possibilite´s de la de´modulation nu-
me´rique pour les mesures de coefficients de non-line´arite´ : la mesure de la modulation de phase
acoustique Φp et la calibration optique de la vitesse de de´placement BF v2 peuvent toutes deux eˆtre
effectue´es nume´riquement. Sur les figures 2.23 et 2.24, on trace la quantite´ 2VLk1z Φp (en m/s)
17 en
fonction de l’amplitude de l’impulsion de basse fre´quence (en m/s). La pente donne directement le
coefficient de non-line´arite´ de l’e´chantillon de silice de 15 mm d’e´paisseur sur lequel ont e´te´ re´alise´es
17Avec la de´finition de βsolide donne´e au paragraphe suivant.
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Fig. 2.21 – Comparaison des de´modulations analogique et nume´rique pour deux fre´quences centrales
f0 de l’impulsion e´lectrique d’excitation du transducteur BF.
ces mesures. Les de´modulations de la porteuse acoustique (centre´e a` 30 MHz), pour la mesure de
Φp et de la porteuse laser (centre´e a` 70 MHz), pour la mesure de v2, sont re´alise´es tantoˆt avec la
me´thode analogique, tantoˆt avec la version nume´rique. Les coefficients de non-line´arite´ obtenus dif-
fe`rent au plus de 7%. La de´modulation nume´rique donne un re´sultat supe´rieur pour la modulation
de phase acoustique, qui est principalement a` l’origine des diffe´rences observe´es (pour les mesures
optiques, la diffe´rences entre les deux de´modulations n’est pas significative).
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Fig. 2.22 – Modulation de phase (de´modulation nume´rique) en trait plein et vitesse particulaire
(mesure optique) en pointille´ dans 15 mm de silice.
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Fig. 2.23 – Quantite´ 2VLk1z Φp (en m/s) en fonction de v2 (en m/s). Mesure acoustique (Φp) : de´mo-
dulation analogique. Mesure optique (v2) : de´modulation analogique (a` gauche) et nume´rique (a`
droite).
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Fig. 2.24 – Quantite´ 2VLk1z Φp (en m/s) en fonction de v2 (en m/s). Mesure acoustique (Φp) : de´mo-
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2.3 Re´sultats expe´rimentaux dans les milieux homoge`nes
Cette section regroupe les mesures de coefficients de non-line´arite´ re´alise´es graˆce aux ame´lio-
rations successives apporte´es au dispositif, depuis mon stage de DEA [105], jusqu’a` celui de mon
successeur Mathieu Re´nier. La plupart des re´sultats obtenus dans les fluides le sont avec la me´thode
comparative (l’eau distille´e est utilise´e pour e´talonner le dispositif a` la place de la mesure optique
de la vitesse de de´placement BF). Dans les solides [106], la variante absolue de la me´thode, plus
pre´cise au stade actuel, est pre´fe´rable.
Pour la comparaison de nos re´sultats expe´rimentaux avec les valeurs donne´es dans les re´fe´rences,
nous adoptons la de´finition suivante du coefficient de non-line´arite´ d’un solide :
βsolide = −
3C11 + C111
C11
. (2.9)
Le terme de droite des e´quations (2.2) et (2.6) doit eˆtre multiplie´ par 1/2 et celui de l’e´quation
(2.4) par 2.
2.3.1 Fluides purs, gel couplant et gel de ge´latine
Les premie`res mesures ont e´te´ effectue´es dans les gels pour tester l’adaptation du montage
utilisant un train d’ondes. L’e´mission transitoire permet d’augmenter le niveau du signal e´lectrique
et rend possible des mesures de´licates, en raison de la forte atte´nuation des gels de ge´latine18. Le
gel couplant (eau distille´e plus agent ge´lifiant) n’atte´nue pas plus que l’eau. Ces mesures ont e´te´
re´alise´es avec des fre´quences primaires de 30 et 2, 5 MHz. Sur la ge´latine (a` 5% en masse) les mesures
ont e´te´ re´alise´e au cours de la solidification : la solution est introduite a` 35◦C (encore fluide) dans
la cellule de mesure. Le dispositif a` 10 MHz, tel qu’il fonctionne a` pre´sent, permettrait de suivre la
ge´lification en continu (elle s’accompagne d’un pic d’atte´nuation, ce qui rend impossible les mesures
a` 30 MHz pendant la transition).
Milieu                             Température (C°)
Célérité 
(m/s) βm Erreur βr
Gel couplant 25 1494 3,60  ±  2% --
Gel couplant 25 = 3.69  ±  3% --
Gelatine fluide 30 1515 3.80  ±  4% 3,71 ± 0,03 à 30°C
Gelatin solide 25 1533 3,68 = 3,70 ± 0,03 à 25°C
Gelatin solide 20 = 3.65 = 3,64 ± 0,02 à 20°C
Tab. 2.1 – Mesures dans le gel couplant et un gel de ge´latine. βm et βr sont respectivement les
valeurs mesure´es et trouve´es dans la re´fe´rence [53]. Les incertitudes ont e´te´ e´value´es par des tests
de reproductibilite´.
18Le niveau assez faible des e´chos dans les gels de ge´latine peut avoir plusieurs origines (l’atte´nuation ne semble
pas pouvoir eˆtre seule responsable) : la diffusion par des agre´gats de mole´cules ou la relaxation (sous la forme de
vibrations transverses) pourrait e´galement eˆtre en cause.
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Fig. 2.25 – Coefficients de non-line´arite´ de l’eau et du butane´diol pour diffe´rentes distances d’in-
teraction (a) et diffe´rentes fre´quences BF (b).
Des mesures dans le 1,3-butane´diol ont e´te´ effectue´es en collaboration avec un Laboratoire de
l’Inserm19 qui met au point une me´thode de caracte´risation des tissus utilisant la distorsion d’im-
pulsions de forte amplitude. Le butane´diol est utilise´ par cette e´quipe comme milieu de re´fe´rence :
ce fluide est propose´ comme fantoˆme pour la propagation d’ondes de choc dans les tissus. Les re´-
sultats obtenus par cette me´thodes : β = 6, 1 [74], confirment la valeur que nous avons obtenue. Le
montage a e´te´ adapte´ pour fonctionner avec une fre´quence porteuse de 10 MHz et une impulsion
BF centre´e autour de 1 MHz.
Milieu                            Frequence (MHz)
Température 
(°C)
Célérité 
(m/s) βm
Ecart 
type
Eau 10 25 1498 3,48 0.08
Eau 30 25 = 3,44 0.02
Butanediol 10 25 1540 6,43 0.20
Tab. 2.2 – Calibration dans l’eau et mesures dans le butane´diol.
Diffe´rentes fre´quences centrales de l’impulsion e´lectrique et diffe´rentes distances d’interactions
ont e´te´ teste´es. La valeur du coefficient est sensible a` ces conditions, mais l’erreur relative pour
une dizaine de mesures reste faible (< ±5%). Les impulsions BF obtenues pour les diffe´rentes
conditions d’excitation e´lectrique n’ont pas un contenu spectral tre`s diffe´rent. En effet, la largeur
de bande du transducteur est telle que pour un cre´neau de dure´e 4 µs (correspondant a` 250 kHz)
le transducteur produit deux impulsions (correspondant au front montant et descendant) centre´es
19Cyril Laffont, Unite´ 556 a` Lyon : Recherches sur les applications des ultrasons a` la the´rapie.
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autour de 500 kHz. Des B-scans, re´alise´s avec l’interfe´rome`tre optique, ont permis de comparer les
mesures absolues dans l’eau avec une porteuse centre´e a` 10 ou 30 MHz. Ils montrent par ailleurs
que le de´placement de la surface du transducteur pre´sente un de´faut d’uniformite´ (fluctuations du
maximum de vitesse de de´placement de l’ordre de 10%, sur une distance e´gale au diame`tre du
transducteur HF), ce qui pourrait expliquer la dispersion des mesures (figures 2.25).
2.3.2 Cristal de Germanium
Des mesures sur un cristal anisotrope, suivant diffe´rentes directions cristallographiques, consti-
tuent une e´tape de validation de la me´thode, car le coefficient de non-line´arite´ de´pend alors de la
direction de propagation. Pour un cristal de syme´trie cubique les expressions sont donne´es par Za-
rembo [34]. Seuls les modes purs longitudinaux sont re´gis par une e´quation quadratique de´couplant
les composantes du de´placements.
Direction V 2L βL
[001] C11ρ −3C111+C11C11
[110] C11+C12+2C442ρ −6(C11+C12+2C44)+C111+3C112+12C1666(C11+C12+2C44)
Tab. 2.3 – Coefficient de non-line´arite´ d’un cristal cubique suivant les directions (001) et (110).
Trois e´chantillons de coupes identiques (perpendiculaire aux axes d’ordre quatre) nous ont e´te´s
preˆte´s par le Laboratoire de Physique des Milieux Condense´s20, et nous ont permis de re´aliser des
mesures suivant les directions [100] et [110]. Les figures 2.26 montrent un exemple des signaux
acquis (modulation de phase et vitesse particulaire), ainsi que les droites donnant les coefficients
de non-line´arite´. Le diame`tre du transducteur BF utilise´ pour ces mesures (10 mm), est presque
e´gal a` l’arreˆte des e´chantillons de Germanium (12 mm). Ceci explique certainement la forme des
impulsions obtenues, analogue a` celle d’une onde ayant interfe´re´ avec les ondes de bords (cf. §2.2.2).
Les re´sultats obtenus sont pre´sente´s dans le tableau 2.4. βc est la valeur obtenue avec les co-
efficients directeurs des re´gressions line´aires, et βm est celle re´sultant de la moyenne des valeurs
obtenues pour chaque point ; la colonne suivante donne l’e´cart type de la se´rie de donne´es (une
dizaine de points, en fonction de l’amplitude de la BF, pour chaque mesure). Les deux dernie`res
colonnes indiquent le syste`me d’e´mission-re´ception utilise´ (JH pour la jonction hybride et Com.
pour les commutateurs), et la sensibilite´ de la de´modulation de phase. Les valeurs des coefficients
sont en bon accord avec celles obtenues par d’autres auteurs, plus pre´cise´ment, elles sont comprises
dans l’intervalle des valeurs trouve´es dans les re´fe´rences. La dispersion des valeurs calcule´es a` partir
des re´fe´rences est assez importante et ne semble pas pouvoir eˆtre seulement attribue´e aux diffe´rentes
techniques de mesure employe´es. La pre´cision de la coupe du cristal, d’une part et la purete´ des
e´chantillons d’autre part contribuent certainement a` ces diffe´rences. Les valeurs que nous obtenons
sur les diffe´rents e´chantillons varient peu, on peut donc penser qu’une taille suffisamment pre´cise
induit peu de variations du coefficient de non-line´arite´.
20M. Fischer et C. Hubert, Universite´ Pierre et Marie Curie, UMR CNRS 7602.
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Fig. 2.26 – Mesure des coefficients de non-line´arite´ du Germanium.
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n°
Epaisseur 
(mm) VL (m /s) βc  βm
Ecart 
type 
Emission / 
Reception
Sensibilité 
(V/rad)
1 11.94 5395 6.04 6.09 2.3E-03 JH 0.223
1 = 5384 5.71 5.93 1.6E-02 Com. 0.421
2 11.97 5391 6.25 6.67 7.3E-03 JH 0.253
2 = = 6.15 6.38 2.5E-03 JH 0.278
Moyenne 6.04 6.27 βr: [5.13-7.77]
 

 		

3 11.98 4882 3.43 3.25 1.9E-02 Com 0.331
3 = = 3.31 3.31 8.4E-03 Com 0.277
2 11.99 4877 3.09 3.28 1.4E-03 JH 0.259
2 = = 3.44 3.59 8.2E-03 JH 0.278
2 = = 3.08 3.17 8.2E-03 JH 0.278
Moyenne 3.23 3.34 βr: [2.52-4.89]
Tab. 2.4 – Mesures sur les trois e´chantillons de Germanium suivant les directions (001) et (110).
βc et βm sont les valeurs mesure´es. βr donne l’encadrement des valeurs calcule´es a` partir des
re´fe´rences [37], [34], [107] et [108].
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2.3.3 Solides isotropes ou statistiquement isotropes
Diffe´rents solides isotropes ont fait l’objet de mesures pour mettre au point et valider le dispositif
expe´rimental. Ces mate´riaux sont soit statistiquement isotropes (duralumin et titane, forme´s de
grains), soit amorphes (silice et verre) ; le polystyre`ne est compose´ de chaˆınes carbone´es. Ceux dont
les vitesses du son sont les plus e´leve´es ne´cessitent un e´chantillon de 15 mm d’e´paisseur pour des
mesures pre´cises. Les re´sultats sont re´sume´s sur la figure 2.27 et dans le tableau 2.5.
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Fig. 2.27 – Re´gressions line´aires pour la mesure du coefficient de non-line´arite´ de quelques solides
isotropes.
Les sources d’erreur syste´matique peuvent eˆtre : la non prise en compte de l’atte´nuation des deux
ondes, de l’effet Doppler et de l’interaction contra-propagative et l’effet des couches de couplage.
Les incertitudes de mesures de type statistique que nous pouvons e´valuer sont de l’ordre de ±0, 5%
pour la ce´le´rite´, de ±1% pour la modulation de phase, ±4% pour la calibration de l’interfe´rome`tre.
Pour les mesures absolues la pre´cision relative est donc de l’ordre de ±5%. Nous pouvons espe´rer
une pre´cision absolue (qui prend en compte les erreurs syste´matiques) meilleure que 10%.
Pour les mesures relatives applique´es au solides, comme nous l’avons vu plus haut (cf. § 2.2.1.2),
l’incertitude est plus importante : plutoˆt de l’ordre de ±10%. La re´flection/transmission des impul-
sions HF et BF peut ajouter une erreur syste´matique et il faut e´galement tenir compte du calcul
du coefficient de transmission.
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Materiaux Epaisseur 
(mm) 
Densité 
(kg/m ) 
V (m/s) β      
mesuré 
β   
références 
Silice 15,32 2170 5980 -7,4 -8,5 
Polystyrène 7,95 1050 2320 11,7 12,8

 
Duralumin 14,55 2790 6380 11,8 11,2  
Titane 14,98 4420 6150 5,2 __ 
Verre (BK7) 10,15 2510 6090 -2,1         __ 
     
Tab. 2.5 – Mesures dans diffe´rents solides isotropes : les re´fe´rences sont les suivantes : a= [51],
b= [15] et c= [55].
2.4 Me´lange binaire eau/e´thanol
2.4.1 Liquides non-miscibles, sans interactions
Diffe´rents mode`les, de´crivant les proprie´te´s acoustiques des me´langes de fluides miscibles et
non-miscibles ont e´te´ publie´s. Les re´sultats expe´rimentaux concernent essentiellement des me´langes
binaires et ternaires d’espe`ces simples, telles que les alcools (e´thanol, propanol et butanol). Apfel
[109], [110] donne l’expression de la compressibilite´ (K de´signe ici le module d’incompressibilite´
adiabatique, il s’agit de l’inverse de la compressibilite´ adiabatique Kls = A) et du coefficient de
non-line´arite´ dans le cas d’espe`ces non-miscibles conside´re´es sans interaction. K = 1/ρc2 = 1/A
et β = 1 + B/2A s’expriment alors comme des barycentres des valeurs Ki et βi de chaque espe`ce,
ponde´re´es par leur fraction volumique respective Vi (on omet ici les indices l utilise´s pre´ce´demment
pour les parame`tres des liquides) :
K =
n∑
i=1
ViKi ⇔ 1
A
=
n∑
i=1
Vi
Ai
. (2.10)
L’expression du parame`tre de non-line´arite´ effectif du me´lange en fonction des constantes des consti-
tuants est obtenue a` partir de la conservation de la masse (qu’on exprime en fonction des proprie´te´s
effectives du me´lange ou de la somme des proprie´te´s individuelles des constituants) :
B
A
=
1
K2
n∑
i=1
ViK
2
i
(
B
A
)
i
⇔ β = 1−A2
n∑
i=1
Vi
A2i
+A2
n∑
i=1
Vi
βi
A2i
. (2.11)
Ces relations ne tiennent pas compte des variations de fraction volumique des diffe´rentes espe`ces
sous l’effet d’une pression. Les meˆmes auteurs proposent une loi base´e sur la conservation du volume
(exprime´e avec les volumes spe´cifiques et les fractions massiques). La compressibilite´ effective du
me´lange s’e´crit comme pre´ce´demment (2.10), mais le coefficient de non-line´arite´ (2.11) devient :
β = A2
n∑
i=1
Vi
βi
A2i
. (2.12)
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2.4.2 Me´langes miscibles
Le cas des me´langes miscibles est diffe´rent : on ne peut pas ne´gliger les interactions mole´cu-
laires qui sont a` l’origine de l’homoge´ne´ite´ du me´lange. La proportion des deux constituants peut
donner lieu a` des agre´gats, pour un me´lange liquide-liquide et a` la formation de bulles pour un gaz
dissous dans un liquide, ce qui complique se´rieusement la taˆche. Le me´lange gazeux, s’il n’est pas
re´actif, est le plus simple (mode´lise´ par les expressions (2.10) et (2.11), puisque les interactions sont
ne´gligeables).
Emery [111] utilise, dans le cas du me´lange binaire, l’e´quation empirique de Tait, qui permet
une interpre´tation ge´ne´rale pour les fluides avec interaction (proche de celle de Van der Waals) :
p− p0 = pi
[(
ρ
ρ0
)n
− 1
]
, (2.13)
ou` pi est la pression interne du liquide et n un parame`tre d’ajustement. En calculant le module
adiabatique A, on obtient les relations suivantes avec les parame`tres de l’e´quation d’e´tat (de´veloppe´e
au deuxie`me ordre) utilise´e jusqu’ici :
pi =
ρ0c
2
0
n
(2.14a)
et n = 2β − 1. (2.14b)
Cette approche de´finit les parame`tres du me´lange sans les relier directement a` la proportion des deux
constituants (contrairement a` celle du paragraphe pre´ce´dent), mais elle e´tablit le lien avec l’ordre
de grandeur des distances inter-mole´culaires (volumes molaires), par l’interme´diaire de la pression
interne (qui traduit les forces d’interaction). L’ordre de grandeur de la distance intermole´culaire,
donne´ par : r = 2σpi (ou σ est la tension superficielle), peut e´galement eˆtre estime´ a` partir du volume
molaire en conside´rant des mole´cules sphe´riques21.
Sehgal [112] mesure et compare les parame`tres de non-line´arite´ de´finis pour des transformations
isotherme et adiabatique BlAl et
(
Bl
Al
)′
(voir l’e´quation (2.1)), dans trois me´langes d’eau et d’alcools22.
Les courbes de variation de la vitesse du son et du parame`tre de non-line´arite´ en fonction de la
concentration en alcool ont la meˆme allure que la figure 2.28. L’auteur en donne une interpre´tation
physique a` partir des deux e´quilibres implique´s au cours de cette solvatation :
(H2O)n 
 nH2O
(H2O)n +ROH 
 ROH (H2O)n .
21On obtient : r =

3CVm
4piNa
1/3
, ou` Vm est le volume molaire, Na le nombre d’Avogadro et C la compacite´. En
prenant C = 0, 74 et Vm = 18.10
−4 m3/mol, on calcule r = 1, 74.10−10m. Pour retrouver la valeur donne´e dans [111],
il faut poser C = 1 et prendre le double du re´sultat obtenu...
22Cette diffe´rence entre les parame`tres peut eˆtre positive ou ne´gative suivant les proportions du me´lange, car les
variations de ce´le´rite´ en fonction de la tempe´rature sont de signes oppose´s pour l’eau et les alcools -(∂c/∂T )p,ρ=ρ0
est positif pour l’eau et ne´gatif pour l’alcool. La concentration pour laquelle les deux valeurs sont e´gales est observe´e
autour de 20% pour le t-butanol (2-methyl-2propanol), l’isopropanol ((CH3)2CH−OH) et le n-propanol (CH2OH−
CH2 − CH3).
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L’introduction de R-OH commence par diminuer la compressibilite´ (c augmente) en favori-
sant des liaisons plus fortes [113]. Pour les faibles concentrations, l’association de l’alcool avec
l’eau stabilise l’association des mole´cules d’eau entre-elles. Cette dernie`re posse`de une raideur plus
importante qui implique une augmentation de ce´le´rite´. Les pressions ne´cessaires a` l’apparition d’ef-
fets non-line´aires sont donc plus e´leve´es et le coefficient de non-line´arite´ diminue. Lorsque que la
concentration en e´thanol augmente, l’e´quilibre se de´place en faveur des liaisons ROH (H2O)n qui
sont moins raides, ce qui s’accompagne d’une diminution de ce´le´rite´ et d’une augmentation de β.
Cette interpre´tation qualitative n’explique pas le de´calage entre le maximum de ce´le´rite´ et le mi-
nimum du coefficient de non-line´arite´ ; elle ne´glige e´galement le lien des variations de vitesse du
son avec celle de la masse volumique, ou plutoˆt des volumes molaires des deux espe`ces. Un article
de Yoshizumi [114], reprend l’interpre´tation de Seghal, en terme d’eau ”libre” et d’eau ”lie´”, dont
la proportion de´pend du me´lange effectue´ (l’exemple d’un gel d’agarose permet le rapprochement
avec les tissus vivants). L’hypothe`se d’additivite´ des coefficients de non-line´arite´ semble eˆtre ve´ri-
fie´e, et les variations du coefficient de non-line´arite´ du me´lange s’expliquent par le changement de
proportion de formes libre et lie´e de l’eau.
Par ces raisonnements, Sehgal entend qu’une augmentation de raideur implique ne´cessairement
une diminution de parame`tre de non-line´arite´. Cette interpre´tation (qui consiste a` relier la vitesse
du son line´aire avec le coefficient de non-line´arite´) rejoint la loi de Ballou (voir l’annexe A) selon
laquelle B/A est proportionnel a` 1/c. Autrement dit, plus le milieu est rigide, plus il est line´aire.
Mathe´matiquement, cela revient a` donner une relation entre les de´rive´es premie`res et secondes
de la pression en fonction de la densite´. Physiquement, on conside`re que les variations de vitesse
de´pendent de la valeur de la vitesse dans l’e´tat de re´fe´rence choisit. La line´arite´ de la relation
B/A = f(1/c) n’est pas vraiment confirme´e par les re´sultats expe´rimentaux [115], qui montre
qu’une forme plus ge´ne´rale, de´pendante de la forme du potentiel d’interaction (propre a` chaque
famille de mole´cule) aboutit a` une relation non-line´aire.
Des mesures du coefficient de non-line´arite´ d’un me´lange binaire eau/e´thanol en fonction de la
proportion des deux constituants ont e´te´ effectue´es, dans le cadre du stage de DEA de Mathieu
Re´nier [116], en collaboration avec le Laboratoire de Mode´lisation en Me´canique23. Les re´sultats
obtenus avec notre me´thode s’accordent bien avec ceux obtenus avec la me´thode thermodyna-
mique [111].
Ces mesures ont e´te´ effectue´es avec une onde de haute fre´quence a` 10 MHz et une impulsion BF
centre´e autour de 1 MHz. Les deux transducteurs sont inse´re´s dans les parois d’un baˆti en plexiglas
qui contient environ 60 cm3 de me´lange. Ce dernier peut eˆtre place´ sur un agitateur magne´tique
pour homoge´ne´iser le me´lange. Nous avons finalement opte´ pour des mesures ”point par point”,
pour lesquelles le me´lange est effectue´ pour chaque fraction volumique, puis place´ dans la cellule
de mesure24. L’agitation magne´tique semble ne´cessaire pour maintenir l’homoge´ne´ite´ du me´lange.
23Franc¸ois Coulouvrat, UMR CNRS 7606, Universite´ Pierre et Marie Curie. Ces donne´es seront utilise´es comme
parame`tres d’entre´e d’un code de simulation de la propagation non-line´aire dans un milieu inhomoge`ne (avec gradient
d’indice) [117].
24Une circulation continue (a` partir d’un re´cipient ou` sont re´alise´es les dilutions successives) permettrait de re´aliser
78 Chapitre 2. Mesures du coefficient de non-line´arite´
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
1200
1250
1300
1350
1400
1450
1500
1550
1600
1650
1700
Concentration en éthanol (%)
Cé
lér
ité
 
(m
/s)
(a)
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
3
3.5
4
4.5
5
5.5
6
Concentration en éthanol (%)
Co
ef
fic
ie
nt
 
de
 
no
n-
lin
éa
rit
é
(b)
Fig. 2.28 – Evolution de la vitesse du son (a) et du coefficient de non-line´arite´ (b) en fonction de la
concentration d’e´thanol dans l’eau. Les courbes lisse´es sont obtenues par un ajustement polynomial.
Par ailleurs, le changement de capacite´ calorifique (qui diminue lorsque la concentration en e´thanol
augmente) a e´galement un effet : pendant les minutes qui suivent l’introduction de la solution, la
valeur de la modulation de phase e´volue lentement puis se stabilise, le temps que la cellule et les
capteurs soient en e´quilibre thermique avec le me´lange (cet effet intervient meˆme pour un me´lange
dont l’homoge´ne´isation est de´ja` assure´e). Enfin, l’erreur relative de ces mesures est infe´rieure a`
10%. La pre´cision absolue ne semble pas eˆtre alte´re´e par les faibles variations de tempe´rature du
me´lange.
Aucun mode`le connu de nous ne de´crit fide`lement l’e´volution des parame`tres acoustiques li-
ne´aires et non-line´aires des me´langes en fonction de leur composition. Les interpre´tations en terme
d’e´lasticite´ des liaisons, comme celle reprise plus haut, sont assez de´licates. Les meˆmes causes sont
e´voque´es pour expliquer les variations des volumes molaires des deux espe`ces, qui peuvent changer
en raison de l’association des mole´cules. La figure 2.29 [118]25 montre l’e´volution des volumes mo-
laires en fonction de la fraction molaire d’e´thanol, leur allure semble indiquer une corre´lation avec
les parame`tres e´lastiques, sans qu’un lien formel ait pu eˆtre clairement e´tabli.
La difficulte´ semble eˆtre d’ordre thermodynamique : la vitesse du son est de´finie a` entropie fixe´e,
or lors du me´lange cette grandeur augmente. Autrement dit, pour deux concentrations d’e´thanol
distinctes, la valeur d’e´quilibre de l’entropie du liquide, autour de laquelle est calcule´e ∂p/∂ρ n’est
plus la meˆme. Il faudrait, pour traiter le proble`me rigoureusement, introduire les variations de
concentration et les potentiels chimiques des diffe´rents constituants dans l’e´quation d’e´tat. L’e´ner-
un grand nombre de points de mesures, de manie`re plus aise´e que pour des mesures thermodynamiques.
25On trouve e´galement cette illustration sur les pages suivantes :
http://wwwens.uqac.ca/chimie/Thermochimie/Chap_htm/CHAP_8.html ou
http://www.public.asu.edu/~dmatyus/teaching/chm341/lecture_notes/chapter7/chap7.pdf.
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Fig. 2.29 – Evolution des volumes molaires partiels de l’eau et de l’e´thanol en fonction de la fraction
volumique d’e´thanol dans le me´lange.
gie interne ou l’enthalpie (h = e− p/ρ) ne sont plus les ”bonnes” fonctions d’e´tat, il faut conside´rer
l’e´nergie libre (f = e−Ts) ou l’enthalpie libre (g = h−Ts) pour prendre en compte les effets d’en-
tropie de me´lange et d’activite´ chimique. Pour un me´lange de gaz, on peut ne´gliger les interactions
et appliquer l’additivite´ des grandeurs thermodynamiques extensives. Pour un me´lange de liquides,
et en particulier pour l’eau (en tant que solvant) ces interactions sont primordiales et ne peuvent
eˆtre ne´glige´es.
2.5 Fatigue thermique des verres
Dans le cadre du stage de DEA de Mathieu Re´nier, nous avons mesure´ le coefficient de non-
line´arite´ de plaques de verres ayant subit un traitement thermique, avec pour objectif de tester les
possibilite´s de la me´thode en matie`re de caracte´risation de mate´riaux. L’e´tuve dont nous disposons
ne permet pas d’atteindre les tempe´ratures utilise´es pour le recuit des verres. Aussi la chauffe
avec monte´e en tempe´rature progressive, puis un palier de plusieurs heures a` environ 250◦C et le
refroidissement progressif des e´chantillons n’induisent aucune variation significative du coefficient
de non-line´arite´. Nous avons donc utilise´ la trempe, d’une manie`re similaire a` celle pratique´e dans
une autre publication [90]. Apre`s chauffage a` 50 ou 100◦C, les e´chantillons sont plonge´s dans de
l’eau a` tempe´rature ambiante. Les e´chantillons chauffe´s a` 50◦C ne pre´sentent aucun de´faut visible,
par contre, ceux trempe´s a` partir de 100◦C sont parcourus par de longues fissures (de quelques
millime`tres a` plusieurs centime`tres de long).
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Traitem ent 
du verre S ain
Chauffé à 
50° C puis  
trem pé. 
Chauffé à 100° C 
puis  trem pé. Zone 
non m ac ro-
fis surée A
Chauffé à 100° C 
puis  trem pé. Zone 
non m ac ro-
fis surée B
β 2,79 ± 0.24 2,92 ± 0.48 2,70 ± 0.23 2,69 ± 0.15
Tab. 2.6 – Mesures sur le verre pour diffe´rentes conditions de trempe.
L’interaction de l’onde de haute fre´quence avec ces ruptures d’impe´dance affecte l’amplitude et
la phase du signal rec¸u (re´flexion partielle, ”clapping” des fissures, non-line´arite´ de contact [119]...).
Il est alors difficile de distinguer la modulation de phase de ces effets, qui rendent les mesures
impossibles (l’hypothe`se d’un milieu homoge`ne n’est plus respecte´e). Notre me´thode est d’ailleurs
loin d’eˆtre indispensable a` la de´tection de ce type de de´fauts- qu’on repe`re sans faire appel aux
effets non-line´aires. Des mesures peuvent ne´anmoins eˆtre re´alise´es dans les zones vierges de fissures
(surface e´gale a` celle du transducteur de basse fre´quence, de 20 mm de diame`tre), mais elles ne
montrent pas de diffe´rence significative par rapport aux e´chantillons sains. On constate donc que de
fortes non-line´arite´, comme celles dues aux fissures peuvent eˆtre pre´sentes sans affecter les proprie´te´s
de volume du mate´riaux. Cela rejoint les interpre´tations des mesures effectue´es dans les verres ou
les roches avec des me´thodes de re´sonance, qui ne donnent pas acce`s a` la non-line´arite´ ”classique”,
mais a` la contribution non-line´aire des de´fauts de taille me´so- ou macroscopique26.
Ces expe´riences seront poursuivies dans le cadre de la the`se de Mathieu Re´nier afin de mettre
en e´vidence les possibilite´s de cette me´thode dans le cas de de´fauts de dimension plus faible ou de
modification de la micro-structure, qui se manifestent a` travers la non-line´arite´ dite ”classique”. Le
verre reste une option inte´ressante (et exotique puisque que son coefficient de non-line´arite´ prend
des valeurs positives et ne´gatives), mais d’autres mate´riaux comme les alliages d’aluminium ou les
aciers sont suˆrement de meilleurs candidats pour des expe´riences de fatigue thermique ou de recuit :
les tempe´ratures de recuit sont plus faibles. Il a de´ja` e´te´ montre´ [120], sur un alliage d’aluminium
subissant un recuit une e´volution du parame`tre de non-line´arite´, que les auteurs mettent en relation
avec la durete´ du mate´riau. Une e´tude re´unissant la mesure des parame`tres e´lastiques, celle des indi-
cateurs me´caniques bien connus (durete´, ductilite´, plasticite´), et une caracte´risation microscopique
(composition, structure) pourrait fournir des comparaisons inte´ressantes.
26Les mesures par re´sonance donnent acce`s a` des coefficients qui prennent en compte la me´so-structure (fissure,
inhomoge´neite´s).
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Conclusion et perspectives
Nous avons de´veloppe´ une technique de mesure du coefficient de non-line´arite´ par interaction
d’ondes e´lastiques, applicable aux gels, aux cristaux et aux autres solides. La variante absolue de la
me´thode, avec calibration de l’amplitude BF par interfe´rome´trie reste la plus pre´cise. Cependant, la
variante relative n’a pas e´te´ teste´e sur les solides avec les ame´liorations les plus re´centes du montage
(de´modulation nume´rique et synchronisation). Pour les fluides cette variante (par substitution) reste
la plus pratique.
Pour les mesures dans les solides, l’e´lectronique analogique a e´te´ adapte´e pour de´tecter la modu-
lation de phase de quelques milliradians d’un train d’ondes (dispositif de calibration) et un dispositif
de synchronisation permet a` pre´sent d’utiliser une de´modulation nume´rique avec une pre´cision e´qui-
valente.
Un nouveau syste`me d’e´mission-re´ception a e´te´ re´alise´ : il permet de changer la fre´quence de
fonctionnement sans avoir a` re´aliser des adaptations d’impe´dance pre´cises. Un dispositif adapte´ aux
fluides (gels, butane´diol, suspensions de bulles) avec une fre´quence porteuse de 10 MHz a ainsi e´te´
mis en place.
Les mesures re´alise´es dans les me´langes eau/ethanol et sur le verres nous rapprochent des appli-
cations potentielles de cette me´thode : la caracte´risation des mate´riaux (fatigue, micro-structure)
et l’e´tude de milieux plus complexes (fluides in-homoge`nes, tissus biologiques).
Les premiers essais ont e´galement eu lieu sur des suspensions de bulles d’air (produites par
e´lectrolyse) dans l’eau. Cette expe´rience pre´sente un inte´reˆt en elle meˆme, pour la compre´hension
du comportement non-line´aire de ce type de milieu et la comparaison avec les mode`les the´oriques.
Il s’agit ainsi de mettre au point un dispositif pour des mesures sur les produits de contraste utilise´s
en e´chographie.
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Chapitre 3
Propagation non line´aire d’ondes
transverses dans les gels
Les mesures des proprie´te´s e´lastiques des solides mous pre´sentent un inte´reˆt pour la caracte´-
risation des tissus biologiques et pour l’imagerie me´dicale. Les gels d’agar-ge´latine sont utilise´s
pour tester les appareils et les me´thodes d’e´chographie. On les trouve, depuis fort longtemps1, dans
nombre d’autres applications, (agro-alimentaire, photographie, industrie pharmaceutique) ou` leur
”inertie” chimique, qui en fait de tre`s bons substrats, inte´resse plus que leur proprie´te´s e´lastiques.
Au cours de sa the`se, J-L Gennisson [121] a effectue´ des mesures des proprie´te´s e´lastiques non-
line´aires de gels d’agar-ge´latine par une me´thode d’acousto-e´lasticite´. Cette me´thode permet de
de´terminer les constantes de Lame´ λ et µ et celles de Landau A, B et C. Ces mesures illustrent
bien la spe´cificite´ de la re´ponse e´lastique de ce type de milieu. La particularite´ des gels est en effet
leur similitude avec l’eau pour le comportement en compression2 (VL ≈ 1500 m/s) et leur tre`s faible
e´lasticite´ de cisaillement (VT ≈ 1 m/s).
La de´termination d’un jeu complet de constantes du troisie`me ordre est rendue de´licate par
l’expression des variations de ce´le´rite´ induites par la pre´-contrainte [122]. En effet les constantes
relatives a` l’e´lasticite´ transverse font intervenir les parame`tres λ, B, C relatifs aux ondes de com-
pression qui sont 106 fois plus grands que les modules relatifs aux de´formations de cisaillement A
et µ. Il faut donc mesurer λ, B et C avec une extreˆme pre´cision pour pouvoir extraire le coefficient
A avec une incertitude raisonnable.
1De`s l’antiquite´ E´gyptienne, la ge´latine entre dans la composition des plats les plus e´labore´s. Napole´on a fait usage
de ses vertus nutritives pour sauver ses soldats de la faim. Les colles sont e´galement re´alise´es a` base de collage`ne.
Enfin, a` la suite des travaux de Nie`pce et Daguerre (1850) la ge´latine entre dans la composition des mate´riaux
photographiques (Pœtevin et Gaudin).
2Les re´sultats obtenus sur des gels de ge´latine pure (par interaction d’ondes longitudinales), illustrent la grande
similitude des parame`tres e´lastiques des gels et de l’eau (dont ils sont compose´s a` 90%). La diffe´rence de comportement,
pour des ondes de compression, re´side principalement dans l’atte´nuation. Les expe´riences re´alise´es avec des ondes
transverses, le sont sur des gels d’agar-ge´latine, l’agar permettant de mimer les proprie´te´s de re´tro-diffusion des tissus
biologiques exploite´es par les dispositifs d’imagerie.
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D’autres expe´riences, e´galement mises au point par J-L Gennisson et S. Catheline, et qui ont
initie´ les re´sultats qui suivent, ont e´te´ mene´es par ge´ne´ration d’harmoniques d’ondes transverses.
Cette alternative a` l’acousto-e´lasticite´ permet de de´terminer d’autres combinaisons de constantes :
un coefficient de non-line´arite´ pour les ondes transverses. Il est alors ne´cessaire de pousser le de´ve-
loppement de l’e´nergie a` l’ordre supe´rieur : la non-line´arite´ des ondes de cisaillement est cubique.
Dans le cas isotrope, trois nouvelles constantes apparaissent. Nous avons donc e´te´ amene´ a` recher-
cher une description de ces mate´riaux, c’est a` dire un jeu de constantes e´lastiques, qui tienne compte
de la quasi-incompressibilite´. Il est alors possible de caracte´riser la re´ponse de ces mate´riaux a` des
de´formations de cisaillement avec un nombre re´duit de constantes.
Nous exposons dans une premie`re section le de´veloppement, au quatrie`me ordre, de l’e´nergie e´las-
tique d’un solide isotrope, avec les invariants de Landau ou les invariants principaux. Nous verrons
dans quelle mesure le nombre de constantes peut eˆtre re´duit pour un milieu quasi-incompressible.
Pour obtenir ce de´veloppement, nous proposons une me´thode diffe´rente de celle initialement utilise´e
par Hamilton, Ilinskii et Zabolotskaya [44], ainsi qu’une interpre´tation de l’inter-de´pendance des
modules e´lastiques des diffe´rents ordres. Ce de´veloppement permet d’aboutir a` une e´quation d’onde
non-line´aire, analogue a` celle de Burgers pour les ondes longitudinales, de´crivant la distortion d’une
onde plane de cisaillement d’amplitude finie. Les mode`les base´s sur un de´veloppement en perturba-
tion permettent de prendre en compte les composantes transverses du champ. Les expe´riences que
nous avons mene´es visaient dans un premier temps a` mettre en e´vidence les caracte´ristiques de la
propagation non-line´aire et de l’interaction des ondes de cisaillement [123]3. Les re´sultats obtenus
semblent confirmer les pre´visions the´oriques, en particulier pour la diffraction et l’interaction de
deux ondes. Les expe´riences re´alise´es avec une source plus complexe (palpeur d’e´lastographie 1D)
nous rapprochent d’une configuration plus facilement applicable et nous ont permis d’e´tudier les
effets de champ proche.
3.1 Elasticite´ des solides mous
Le qualificatif de ”solide mou” s’applique principalement aux gels et par extension a` certains
tissus vivants. Il fait re´fe´rence aux proprie´te´s e´lastiques voisines de ces mate´riaux, qu’un forma-
lisme commun permet de de´crire. L’e´lasticite´ de ces mate´riaux est proche de celle du caoutchouc
et des e´lastome`res thermoplastiques. Ces derniers sont compose´s de polyme`res, alors que les gels
sont constitue´s de longues prote´ines entremeˆle´es. La diffe´rence entre ces deux cate´gories tient a` la
pre´sence d’eau dans les gels qui, pie´ge´e dans l’entremeˆlement des chaˆınes, participe a` sa cohe´sion.
Pour les tissus mous comme pour les e´lastome`res, la complexite´ de la structure microscopique rend
de´licate une analogie avec les solides ”durs” comme les me´taux (ou encore avec les fluides lorsque
l’hypothe`se d’incompressibilite´ est acceptable). Ces diffe´rences se retrouvent a` l’e´chelle macrosco-
3Les expe´riences de ge´ne´ration d’harmonique et d’interaction d’onde planes ont e´te´ re´alise´es avec l’aide des colle`gues
cite´s plus haut, qui m’ont initie´ a` cette technique. L’apport de ce travail re´side dans l’e´tude des de´veloppement adapte´s
aux milieux incompressibles, dans la synthe`se bibliographique des mode`les de propagation existant, ainsi que l’e´tude
expe´rimentale des effets de diffraction non-line´aires des ondes cisaillement.
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pique puisque ces milieux se distinguent par une grande re´silience (capacite´ a` retrouver leur forme
initiale apre`s de grandes de´formations).
La diffe´rence entre les e´lastome`res et les gels re´side dans la nature des liaisons. Dans les gels
le re´seau de mole´cules, moins fortement lie´es4, peut expliquer la re´sistante limite´e des gels a` de
fortes e´longations. D’autre part, la similitude entre les gels et les tissus biologiques se limite aux
caracte´ristiques e´lastiques : une faible e´lasticite´ de cisaillement et une quasi-incompressibilite´, alors
que la structure des milieux vivants, compose´s de cellules, de fibres est tre`s varie´e et extreˆmement
diffe´rente d’un entremeˆlement de collage`ne. L’anisotropie des fibres musculaires, par exemple [124],
rend impossible l’application des mode`les isotropes que nous de´crivons dans la suite. Il est possible
d’exprimer le module de cisaillement de ce type de milieux en fonction des caracte´ristiques de
la distribution des chaˆınes (voir l’annexe A.3). Cependant, l’interpre´tation des expe´riences reste
plus facile avec des mode`les de loi de comportement contrainte-de´formation plus classiques. Un
milieu e´lastique est alors de´crit par des conside´rations purement me´caniques et ge´ome´triques sans
qu’intervienne de calcul statistique sur le comportement de ses constituants. Une comparaison
d’un mode`le statistique et du mode`le de Mooney-Rivlin des proprie´te´s e´lastiques est donne´e par
Mase [125] ; qui traite le cas d’une de´formation triaxiale ou uniaxiale d’un milieu incompressible.
Nous rappelons, en annexe A.4, cette approche diffe´rente de l’e´lasticite´ de ce type de milieu (qualifie´s
”d’hypere´lastiques”).
Deux approches sont possibles pour rendre compte du comportement spe´cifique d’un mate´riau
comme la quasi-incompressibilite´ des gels. L’une conside`re que seules certaines de´formations sont
possibles, ce qui impose des relations entre les composantes du tenseur des de´formations (les de´for-
mations qui se traduisent par un changement de volume sont interdites), l’autre consiste a` choisir
un jeu de constantes qui ne puisse rendre compte que des de´formations mises en jeu et l’incom-
pressibilite´ est assure´e (dans l’approximation line´aire, on pose par exemple λ = 0). Autrement dit
l’hypothe`se de de´part peut eˆtre formule´e sur le type d’onde ou de de´formation que l’on souhaite
de´crire (seuls certains de´placements sont possibles ou envisage´s) ou bien sur le type de mate´riaux
e´tudie´ : un milieu quasi-incompressible peut eˆtre de´crit par un nombre re´duit de constantes.
3.1.1 De´veloppement de l’e´nergie au quatrie`me ordre
Zabolotskaya [43], [44], [126] poursuit a` l’ordre quatre (relativement aux de´rive´es de l’e´nergie par
rapport aux de´formations), le de´veloppement de l’e´nergie interne (1.100) donne´ par Landau [32] :
W = µI2 +
(
K
2
− µ
3
)
I21 +
A
3
I3 +BI1I2 +
C
3
I31 + EI1I3 + FI
2
1I2 +GI
2
2 +HI
4
1 . (3.1)
Cette de´marche conduit a` une relation contrainte-de´formation a` l’ordre trois en gradient des de´pla-
cements et a` une e´quation de propagation comprenant des termes cubiques.
4L’eau chaude dissout le collage`ne et permet ainsi l’entremeˆlement des chaˆınes de peptides qui le composent, mais
les liaisons que l’eau peut former sont faibles. La cohe´sion de la ge´latine est plus facilement re´versible que celle des
caoutchoucs, assure´e par des liaisons covalentes.
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Les invariants utilise´s sont ceux du tenseur des de´formations de Green-Lagrange, de´finis par
Landau et donne´s au premier chapitre (e´quation (1.101)). L’invariant d’ordre quatre :
I4 = Tr(S
4) = SijSjkSklSli, (3.2)
n’apparaˆıt pas dans l’expression (3.1) car il s’exprime en fonction des trois autres puisque qu’il
n’existe, pour un tenseur d’ordre deux que trois invariants inde´pendants. Pour trouver la relation
exprimant I4 en fonction des trois autres, on utilise le the´ore`me de Cayley-Hamilton, qui dit que
toute matrice (ou tenseur de rang deux) est solution de son e´quation caracte´ristique :
−S 3 + ISS 2 − IISS + IIISId = 0. (3.3)
En multipliant l’e´quation caracte´ristique (3.3) par S et en prenant sa trace, on exprime I4 comme
suit :
I4 =
1
6
I41 − I21I2 +
4
3
I1I3 +
1
2
I22 . (3.4)
Les relations (1.103) permettent d’exprimer l’e´nergie (3.1) en fonction des invariants principaux :
Ws =
1
2
(λ+ 2µ)I2s + 2µIIs
+
1
3
(A+ 3B + C)I3s + (A+ 2B)IsIIs +AIIIs
+ (E + F +G+H)I4s + 3EIsIIIs + (3E + 2F + 4G)I
2
s IIs + 4GII
2
s . (3.5)
Dans le paragraphe suivant, a` partir de cette expression, nous reprenons la correspondance
entre les solides et les fluides propose´e dans la re´fe´rence [44] (il est plus aise´ de faire apparaˆıtre
les invariants principaux que ceux de Landau a` partir de la variation relative de volume). Puis,
toujours a` partir de ce de´veloppement, nous e´tablissons le de´veloppement de l’e´nergie d’un milieu
incompressible.
3.1.2 Milieu incompressible
Pour e´crire un de´veloppement de ce type, adapte´ au milieu incompressible, on peut, par identifi-
cation du cas ge´ne´ral d’un solide isotrope et de celui d’un fluide (purement compressible), de´termi-
ner quelles constantes ou modules sont caracte´ristiques de la compression, afin de les choisir nulles
pour un milieu incompressible. Pour cela, il est possible d’exprimer le de´veloppement de l’e´nergie
d’un fluide en fonction des invariants du tenseur des de´formations, ce que font Hamilton, Ilinskii
et Zabolotskaya [44]. Ce calcul permet d’identifier les constantes du solide correspondant a` de la
compression et a` du cisaillement, et ce, jusqu’a` l’ordre trois (en constantes). Pour comparer des
de´veloppements du meˆme ordre, l’e´quation d’e´tat du fluide est e´crite sous la forme :
p = −p0 +Al
(
ρ− ρ0
ρ0
)
+
Bl
2!
(
ρ− ρ0
ρ0
)2
+
Cl
3!
(
ρ− ρ0
ρ0
)3
, (3.6)
avec
Cl = ρ30
(
∂3p
∂ρ3
)
ρ=ρ0
. (3.7)
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L’e´quation d’e´tat, et par suite l’e´nergie, peuvent eˆtre exprime´es en fonction du volume spe´cifique
w = ρ0/ρ, qui s’exprime en fonction des invariants principaux de S :
w = ρ0/ρ = (1 + 2Is − 4IIs + 8IIIs)1/2 (3.8)
donc
Wl = −
∫ w
1
pdw = −p0(w−1)+Al2 (w−1)
2− 1
6
(Bl+2Al)(w−1)3+ 124(Cl+6Bl+6Al)(w−1)
4. (3.9)
Apre`s calcul (de´veloppement de la racine carre´e), il vient :
Wl =
1
8
(
1
3
Cl + 5p0 + 4Bl + 11Al)I4s +
1
6
(−5Al −Bl − 3p0)I3s + (Bl + 5Al + 3p0)I2s IIs
+
1
2
(Al + p0)I2s − 2(p0 +Al)IsIIs + 4(Al + p0)IsIIIs − p0Is + 2(Al + p0)II2s
+2p0IIs − 4p0IIIs. (3.10)
Par identification des coefficients de cette e´quation avec ceux de l’e´quation (3.5), on obtient la
correspondance entre les modules de Landau d’un solide purement compressible et les constantes
d’un fluide :
µ = 0, K = λ = Al, (3.11a)
A = 0, B = −Al, C = 12(Al −Bl) (3.11b)
E =
3
4
Al, F =
1
2
(Bl −Al), G = 12Al, H =
1
24
(Al + Cl). (3.11c)
A l’ordre deux [45], cette analogie montre que les modules µ et A n’interviennent pas dans l’e´nergie
de compression d’un fluide. Les termes ponde´re´s par µ et A dans l’e´nergie d’un solide peuvent donc
eˆtre identifie´s a` de l’e´nergie de cisaillement. On remarque qu’a` l’ordre 3 les termes faisant intervenir
les combinaisons d’invariants dont l’ordre est supe´rieur a` 3 (en gradient des de´formations) sont
ponde´re´s par des constantes d’ordre 1 et 2 : Al et Bl (alors que dans les expressions de l’e´nergie
(3.2) et (3.6) chaque module est lie´ a` un invariant d’ordre donne´). Ceci illustre qu’un module
e´lastique n’est relie´ a` un ordre de grandeur de l’e´nergie que pour une variable (de´formation) donne´e.
Lorsqu’on exprime l’e´nergie du fluide en fonction de la variation de densite´ (volume spe´cifique), le
module Al est lie´ a` l’ordre 1 :
ρ−ρ0
ρ0
de cette variable. Par contre, lorsqu’on exprime cette meˆme
e´nergie en fonction des invariants de S, Al ponde`re les combinaisons des invariants de S a` tous
les ordres. Il en est de meˆme, pour les modules E, F , G et H, lie´s aux seuls invariants d’ordre
quatre pour un solide, mais qui s’expriment en fonction des modules d’ordre un, deux et trois du
fluide. A l’inverse l’expression des constantes e´lastiques en fonction des modules de Murnaghan ou
de Landau respecte les ordres de grandeur, car ces trois syste`mes sont de´finis a` partir de la meˆme
variable thermodynamique : la de´formation Lagrangienne.
Pour se´parer la compression du cisaillement dans un solide mou, les auteurs de la re´fe´rence [44]
se´parent l’e´nergie e´lastique en deux termes : le premier ne de´pend que de la densite´, il correspond
aux variations dues a` la compression, le second est relatif au cisaillement et s’exprime en fonction des
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invariants de S. En se basant sur la comparaison avec le cas du fluide (e´quation (3.11)), Hamilton
propose un de´veloppement en fonction des invariants I2, I3 et I22 . Dans le de´veloppement (3.1) les
termes faisant intervenir I1, ponde´re´s par K, λ, B et C, correspondent a` de l’e´nergie de compression
(pour les modules du quatrie`me ordre la distinction n’est plus possible). Pour isoler le cisaillement,
l’e´nergie est donc e´crite sous la forme suivante :
W =W0(ρ) + µ(ρ)I2 +
A(ρ)
3
I3 +DI22 . (3.12)
Le module D est ici diffe´rent de celui de l’e´quation de´finit (avec I4) dans la re´fe´rence [43]), nous
verrons comment l’exprimer en fonction des modules de Landau.
On peut obtenir l’expression de l’e´nergie (3.12) a` partir du de´veloppement en fonction des
invariants principaux (3.5), ou du de´veloppement en fonction des invariants de Landau (3.1). Pour
cela, il faut faire apparaˆıtre IIIC = (ρ/ρ0)2 dans l’expression de l’e´nergie. Nous proce´dons ici par
approximations successives, pour retrouver le de´veloppement de la re´fe´rence [44].
Il s’agit de substituer a` I1, dans l’e´quation (3.1), son expression en fonction de I2 et I3. Le
troisie`me invariant du tenseur des dilatations s’e´crit :
IIIC = 1 + 2Is − 4IIs + 8IIIs. (3.13)
En substituant les expressions des invariants principaux en fonction de ceux de Landau (1.103), on
obtient :
IIIC = 1 + 2I1 − 2I2 + 2I21 +
4
3
I31 − 4I1I2 +
8
3
I3. (3.14)
Pour un milieu incompressible, IIIC = 1 et cette expression donne I1 en fonction de I2 et I3, mais
I21 et I
3
1 interviennent e´galement :
I1 = I2 − I21 −
2
3
I31 + 2I1I2 −
4
3
I3. (3.15)
Tous les termes de droite sont, au plus, de l’ordre de O
(
u2
)
, I1 est donc, au plus, de cet ordre. Par
re´cursion5, (3.15) devient :
I1 = I2 − 43I3 + I
2
2 . (3.16)
D’une manie`re e´quivalente a` ce raisonnement, nous utilisons un de´veloppement limite´ qui fournit
cette meˆme expression. La re´solution de l’e´quation (3.14) pour I1 n’admet qu’une solution re´elle
qui donne une expression de I1 en fonction de I2, I3 et IIIC :
I1 =
1
2
(
−1 + ζ1 +
√
2 + ζ2
)1/3 − 2(1/4− I2)(−1 + ζ1 +√2 + ζ2)1/3 −
1
2
, (3.17)
avec
et ζ1 = 3IIIC − 8I3 (3.18)
ζ2 = −12I2 + 48I22 − 64I32 − 6IIIC + 16I3 + 9III2C − 48IIICI3 + 64I23 . (3.19)
5Dans le terme de droite de (3.15), en remplac¸ant I1 par son expression (3.15), puis en e´liminant les termes dont
l’ordre est supe´rieur a` O
 
u4

, on obtient une expression explicite de I1 en fonction des autres invariants.
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En posant IIIC = 1 et en effectuant deux de´veloppements limite´s successifs, on retrouve l’expression
(3.16). Le premier est effectue´ sur la racine carre´e, avec comme quantite´ infinite´simale la somme des
invariants pre´sente sous le radical, le deuxie`me est re´alise´ sur le puissance 1/3 avec comme nouvelle
quantite´ infinite´simale la combinaison d’invariants re´sultant du premier de´veloppement limite´.
Avec pour objectif d’obtenir un de´veloppement de l’e´nergie pour un milieu quasi-incompressible,
IIIC est suppose´ de l’ordre de 1, et les invariants de Landau I2 et I3 sont des infiniments petits
d’ordre 2 et 3 en de´placement. Avec les variables :
ξ1 = 2− 6IIIC + 9III2C (3.20)
et ξ2 =
−48IIICI3 + 16I3 + 64I23 − 12I2 + 48I22 − 64I32
2− 6IIIC + 9III2C
, (3.21)
l’expression de I1 (3.17) devient :
I1 =
1
2
(
−1 + ζ1 +
√
ξ1
√
1 + ξ2
)1/3 − 2(1/4− I2)(−1 + ζ1 +√ξ1√1 + ξ2)1/3 −
1
2
, (3.22)
Le premier de´veloppement est effectue´ avec ξ2. Les termes entre parenthe`ses sont regroupe´s comme
pre´ce´demment pour obtenir une expression de la forme :
I1 =
1
2
τ
(1/3)
1 (1 + τ2)
1/3 − 2(1/4− I2)
τ
(1/3)
1 (1 + τ2)
1/3
− 1
2
(3.23)
Le de´veloppement en se´rie, comme les expressions de τ1 et τ2 sont donne´s par un logiciel de calcul
formel (Maple) et trop imposant pour eˆtre reproduit ici. Les puissances de I2 supe´rieures a` 2 et
celles de I3 supe´rieures a` 1 sont e´limine´es. L’e´valuation nume´rique de l’expression donne le meˆme
re´sultat que la re´cursion, dans le cas ou` IIIC = 1.
Dans l’expression (3.5), les invariants IIS et IIIS sont remplace´s par leurs expressions (1.103b)
et (1.103c) et l’on substitue a` IS = I1 le re´sultat du de´veloppement en se´rie. Il reste alors une
expression de l’e´nergie en fonction de I2, I22 et I3 dont les coefficients font encore intervenir IIIC
et les autres modules e´lastiques. De cette manie`re, on exprime la de´pendance, sous l’effet d’une
compression, des modules µ(ρ), A(ρ) et D(ρ) de´finis dans (3.12). L’e´valuation nume´rique de cette
expression, toujours pour IIIC = 1 permet la comparaison de ce de´veloppement de l’e´nergie avec
celui milieu incompressible propose´ par [44]. On obtient ainsi l’expression de la constante D de´finie
dans cet article. L’e´nergie est finalement trouve´e sous la forme :
W = K1 +K2I2 +K3I3 +K4I22 , (3.24)
avec :
K1 = 0, (3.25)
K2 = µ, (3.26)
K3 =
A
3
, (3.27)
K4 = D =
λ
2
+B +G. (3.28)
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K4 correspond au coefficient D, qu’on retrouvera dans le coefficient de non-line´arite´ des ondes
de cisaillement, de´fini par l’e´quation de propagation des ondes transversales. On note qu’il fait
intervenir deux modules λ et B, qu’on trouve e´galement dans le coefficient de non-line´arite´ des
ondes longitudinales. On peut difficilement attribuer une signification physique unique (compression
ou cisaillement) a` ces modules e´lastiques. Comme pour les ondes L, l’utilisation des invariants de S
me`ne a` des combinaisons de constantes qui sont directement celles qui apparaissent dans l’e´quation
d’onde, car ces invariants sont lie´s aux modes purs (c’est-a`-dire aux de´formations suivant les axes
principaux). Le module D, n’est donc pas un ”nouveau” module d’e´lasticite´, mais il s’agit en fait
d’une combinaison de λ, B et G. En imposant D = 0, on retrouve d’ailleurs le cas du fluide
(compressible) avec G = −λ2 − B = Al2 , comme nous l’avions e´tablit plus haut (e´quation (3.11c)).
L’expression de D (K4) donne´e par [44] est e´tablie par analogie entre l’e´quation d’onde obtenue avec
le de´veloppement de Landau et celle de´rive´e de l’expression (3.24) (de´veloppement de l’e´nergie d’un
milieu incompressible). Nous montrons ici que ces relations entre les modules e´lastiques peuvent eˆtre
obtenues ”plus directement”, en introduisant les ”bonnes combinaisons” d’invariants dans l’e´nergie
e´lastique.
3.2 Propagation non-line´aire des ondes de cisaillement
Le bilan de quantite´ de mouvement s’e´crit comme pre´ce´demment :
ρ0
∂2ui
∂t2
=
∂Tik
∂xk
+
∂τ ik
∂xk
, (3.29)
avec le tenseur des contraintes :
Tik =
∂ W
∂
(
∂ui
∂xk
) , (3.30)
et le tenseur des efforts visqueux :
τ ik = 2η
[
dSik
dt
− 1
2
δik
dSll
dt
]
+ ζδik
dSll
dt
, (3.31)
ou` η et ζ sont les coefficients de viscosite´ de cisaillement et de volume.
L’e´nergie est dans un premier temps prise sous la forme incompressible donne´e pre´ce´demment.
On peut dans ce cas e´crire un mode`le unidimensionnel de propagation des ondes de cisaillement
en conservant la viscosite´. Dans la deuxie`me section, nous reprendront le de´veloppement e´lastique
plus ge´ne´ral, avec lequel il est possible de traiter aussi bien des couplages entre les polarisations
d’un champ de de´placement quelconque, que des effets de diffraction, toujours dans le cas isotrope.
3.2.1 Ondes planes de cisaillement : e´quation de Burgers modifie´e
Le de´veloppement qui suit est adapte´ a` la comparaison avec les expe´riences que nous avons
re´alise´es dans les gels, dans le cas des ondes planes. Comme nous l’avons de´ja` mentionne´, les
vitesses de propagation des ondes longitudinales (VL ≈ 1500m/s) et transverses (VT ≈ 2m/s) sont
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suffisamment diffe´rentes pour pouvoir se´parer compression et cisaillement. On reprendra donc les
re´sultats obtenus par Zabolotskaya [127] avec le de´veloppement de l’e´nergie e´lastique du milieu
quasi-incompressible pre´sente´ pre´ce´demment.
Par ailleurs, le nombre de Mach, M = v0/VT , est de l’ordre de 0, 3, toujours dans le cas de nos
expe´riences. Il est donc bien plus grand que dans le cas d’ondes longitudinales dans les solides ou
les fluides (infe´rieur a` 10−2), mais il est suffisamment faible pour autoriser l’e´criture d’une e´quation
de type Burgers.
On conside`re donc que la seule composante non nulle du champ des de´placements est ux(z, t)6,
on n’e´tudie donc que ses variations suivant l’axe de propagation z. Les contraintes se re´duisent a`
la composante :
Txz + τxz = µ
∂ux
∂z
+
(
µ+
A
2
+D
)(
∂ux
∂z
)3
+ 2η
∂
∂t
(
∂2ux
∂z2
)
. (3.32)
On obtient ainsi l’e´quation d’onde suivante :
∂2ux
∂z2
− 1
V 2T
∂2ux
∂t2
= −βT
∂2ux
∂z2
(
∂ux
∂z
)2
− η
µ
∂3ux
∂z2∂t
, (3.33)
avec VT =
√
µ
ρ0
=
√
C44
ρ0
et βT =
3(2µ+A+2D)
2µ =
C4444+6C166+3C11
2C44
. On remarque que si il est exprime´
en fonction des constantes elastiques, ce coefficient de non-line´arite´ transverse fait intervenir le
module C11 (e´quation line´aire du mode L), ainsi que C166 (qui ponde`re les termes de couplage
L-T). Les relations entre ces modules sont donc telles qu’il ne permettent pas de distinguer a` coup
suˆr le cisailement de la compression.
D’une manie`re analogue a` celle employe´e pour obtenir l’e´quation de propagation des ondes longi-
tudinales, l’adimensionnement permet d’estimer les ordres de grandeur relatifs des diffe´rents termes.
Les quantite´s sans dimension sont de´finies comme pre´ce´demment (e´quation (1.31) et (1.32) de la
section 1.2.2).
L’introduction d’une coordonne´e lente simplifie cette e´quation, en e´liminant un terme et en
”abaissant” l’ordre des de´rive´es. Le terme non-line´aire est cette fois d’un ordre de grandeur plus
faible (cubique) que pour les ondes L, on prend donc zr =M2z, pour coordonne´e ”lente” et toujours
le temps retarde´ τ = t− z/VT . Les variables adimensionne´es correspondantes sont : τ˜ = ωτ = t˜− z˜
et z˜r =M2z˜. L’e´quation (3.33) (on omettra dans la suite l’indice x du de´placement u) devient, sans
dimension :
∂2u˜
∂z˜2
− ∂
2u˜
∂t˜2
= −βTM2
∂2u˜
∂z˜2
(
∂u˜
∂z˜
)2
− ηω
µ
∂3u˜
∂z˜2∂t˜
. (3.34)
En introduisant dans un premier temps le temps retarde´, on obtient les relations suivantes entre
6On adopte ici la correspondance suivante avec les notations de la premie`re partie (syste`me d’e´quations 1.112a) :
l’axe de propagation z correspond a` la direction d’indice 1 (a1) et a` la polarisation longitudinale (U1 = Uz). Les axes
y et x correspondent aux directions 2 et 3 et donc aux polarisations transverses.
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les ope´rateurs (donne´es par df(τ , z) = df(t, z)) :
∂f
(
t˜, z˜
)
∂t˜
⇔ ∂f (τ˜ , z˜)
∂τ˜
,
et
∂f
(
t˜, z˜
)
∂z˜
⇔ ∂f (τ˜ , z˜)
∂z˜
+
∂f (τ˜ , z˜)
∂τ˜
, (3.35)
qui permettent d’aboutir a` :
∂2u˜
∂z˜2
− 2 ∂
2u˜
∂τ˜∂z˜
=
−βTM2
[
∂2u˜
∂z˜2
− 2 ∂
2u˜
∂τ˜∂z˜
+
∂2u˜
∂τ˜2
][(
∂u˜
∂z˜
)2
− 2∂u˜
∂z˜
∂u˜
∂τ˜
+
(
∂u˜
∂τ˜
)2]
−ηω
µ
[
∂3u˜
∂z˜2∂τ˜
− 2 ∂
3u˜
∂τ˜2∂z˜
+
∂3u˜
∂τ˜3
]
. (3.36)
L’introduction de la coordonne´e lente7 fait apparaˆıtre les puissances du nombre de Mach :
M4
∂2u˜
∂z˜r
2 − 2M2
∂2u˜
∂τ˜∂z˜r
=
−βTM2
[
M4
∂2u˜
∂z˜r
2 − 2M2
∂2u˜
∂τ˜∂z˜r
+
∂2u˜
∂τ˜2
][
M4
(
∂u˜
∂z˜r
)2
− 2M2 ∂u˜
∂z˜r
∂u˜
∂τ˜
+
(
∂u˜
∂τ˜
)2]
−ηω
µ
[
M4
∂3u˜
∂z˜r
2∂τ˜
− 2M2 ∂
3u˜
∂τ˜2∂z˜r
+
∂3u˜
∂τ˜3
]
. (3.37)
En ne´gligeant les termes plus petits que M3 et en substituant z a` zr, on obtient :
∂2u˜
∂τ˜∂z˜
=
βTM
2
2
∂2u˜
∂τ˜2
(
∂u˜
∂τ˜
)2
+
ηω
2µ
∂3u˜
∂τ3
. (3.38)
Pour ne´gliger les termes en βTM4, a` droite de (3.37) devant le deuxie`me terme de gauche, en M2,
il faut donc ve´rifier : βTM2 << 1. Avec βT = 5 et M ≈ 0.3, dans le cas des expe´riences pre´sente´es
dans la suite, nous obtenons βTM2 ≈ 0, 5. La condition pre´ce´dente n’est donc pas ve´rifie´e au mieux,
mais reste envisageable.
Enfin, en faisant apparaˆıtre la vitesse particulaire v = ∂u∂τ et en revenant aux variable dimen-
sionne´es, on retrouve l’e´quation dite de ”Burgers modifie´e” [127] :
∂v
∂z
=
βT
2V 3T
v2
∂v
∂τ
+
η
2ρ0V 3T
∂2v
∂τ2
. (3.39)
Dans le cas non-dissipatif (sans le dernier terme), les auteurs donnent la solution exacte (impli-
cite), pour une vitesse de la source de la forme v(0, t) = v0cos(ω0t) = f(t) :
v = f
(
τ +
βT zv
2
2V 3T
)
, (3.40)
7On notera que l’inversion des deux e´tapes (introduction de la coordonne´e lente puis du temps retarde´) rend
difficiles les simplifications.
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ainsi que l’expression de la distance de choc :
zc =
2V 3T
βTω0v
2
0
. (3.41)
Dans le cas dissipatif, la solution est obtenue par approximations successives : la contribution non-
line´aire vIII e´tant traite´e comme une perturbation du champ primaire vI : v = vI+vIII , avec vI de
l’ordre de M et vIII de l’ordre de M3. On se rame`ne, comme dans le cas des ondes longitudinales, a`
l’e´tude de deux e´quations, l’une line´aire portant sur vI , qui donne (avec vI(0, τ) = f(τ)) la solution
(3.42a), l’autre, non-line´aire, portant sur vIII et avec vI dans le terme source, qui donne (avec
vIII(0, τ) = 0) la solution (3.42b) :
vI = v0e−αz cos(ω0τ) (3.42a)
et vIII = −βTω0v
3
0
48V 3T α
e−3αz
(
1− e−6αz) sin(3ω0τ), (3.42b)
avec α = ηω
2
0
2ρ0V
3
T
.
On retrouve des solutions analogues a` celles du cas quadratique (ondes longitudinales) en prenant
α << 1 dans les expressions pre´ce´dentes. On obtient alors (avec (ex − 1)/x ≈ 1) une troisie`me
harmonique dont l’amplitude croˆıt line´airement avec la distance de propagation. On conside`re donc
un re´gime de propagation non-line´aire faible sur lequel l’atte´nuation n’a pas d’effet. Ces deux
hypothe`ses seraient excessives pour des ondes de cisaillement dans les gels. Aussi nous n’observerons
pas de croissance line´aire des harmoniques. Pour la meˆme raison, il semble difficile de mesurer βT
avec une me´thode d’interaction d’ondes similaire a` celle du deuxie`me chapitre.
Une re´solution nume´rique de l’e´quation (3.39) par diffe´rences finies a e´te´ programme´e par M.
Tanter sur la base du code utilise´ pour l’e´quation de Burgers (1.59) des ondes longitudinales (cf.
§ 1.2.2). Ce code, qui de´crit la distorsion d’une onde de cisaillement, donne des re´sultats comparables
a` ceux pre´sente´s par Zabolotskaya [127] ou Lardner [128] avec la solution implicite ou la re´solution
en perturbation. Cette simulation prend en compte deux me´canismes a` l’origine de l’atte´nuation :
– les pertes par effet thermovisqueux, qui proviennent de l’expression de la contrainte (choix
d’un mode`le rhe´ologique de type Voigt, pour lequel les contraintes visqueuses sont propor-
tionnelles au taux de de´formation), apparaissent sous la forme d’un terme supple´mentaire
(par rapport au cas non-dissipatif) dans l’e´quation diffe´rentielle,
– la ”sur-atte´nuation” (ou extra-atte´nuation non-line´aire), qui intervient au dela` de la distance
de choc, et qui rend compte du transfert d’e´nergie sous forme d’entropie.
Les figures 3.1 et 3.2 pre´sentent les re´sultats obtenus avec des parame`tres proches des conditions
expe´rimentales : v0 = 0, 4 m/s, VT = 1, 6 m/s (µ = 2, 8 kPa et ρ0 = 1100 kg/m3) d’ou` M = 0, 25 ;
βT = 5, 5, d’ou` zc = 15 mm et f0 = 100 Hz ; η = 0, 1 Pa.s. Sur la figure 3.1, l’e´volution du profil
ainsi que sa composition fre´quentielle sont repre´sente´es a` diffe´rentes distances de la source. On
observe, contrairement au cas des ondes longitudinales (voir figure 1.1), une distorsion qui n’est pas
syme´trique par rapport au passage par ze´ro et qui diffe`re du profil en ”N”, caracte´ristique du choc
des ondes de compression. En effet, pour les ondes transversales la distorsion est identique pour
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Fig. 3.1 – Solution nume´rique de l’e´quation de Burgers modifie´e illustrant la distortion du front
d’onde (a` gauche) et la ge´ne´ration d’harmoniques (a` droite).
les parties positives et ne´gatives du profil (variation de ce´le´rite´ en βT v2, voir e´quation (3.38) ou
(3.40)), alors que, pour les ondes de longitudinales, les compressions sont acce´le´re´es et les de´tentes
ralenties (variation de ce´le´rite´ en βLv). La non-line´arite´ cubique se traduit e´galement par l’appari-
tion d’harmoniques impaires seulement. L’e´volution des trois premie`res composantes spectrales est
trace´e en fonction de la distance de propagation sur la figure 3.2, qu’on pourra comparer a` la figure
1.2, obtenue dans le cas de l’e´quation quadratique. Les maxima des harmoniques correspondent
a` la distance de choc (entre 1 et 1,5 zc, comme pour les ondes longitudinales). Leur position est
de´termine´e par la compe´tition entre la non-line´arite´ et l’atte´nuation. La de´croissance du fonda-
mental s’explique par le transfert d’e´nergie aux harmoniques ainsi que par les deux me´canismes de
dissipation mentionne´s plus haut.
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Fig. 3.2 – Solution nume´rique de l’e´quation de Burgers : e´volution des harmoniques en fonction de
la distance a` la source.
3.2.1.1 Dispositif expe´rimental : imagerie ultra-rapide
L’e´chographie classique (figure 3.3a) fournit en temps re´el (de 25 a` 50 images par seconde)
des images du contraste d’impe´dance acoustique qui caracte´rise la nature des tissus et donne leurs
positions relatives. Pour former les images, un e´chographe proce`de par focalisation a` l’e´mission et
a` la re´ception : la zone active balaye la surface e´mettrice pour former chaque image (multiplexage
de l’e´lectronique).
L’imagerie ultra-rapide (figure 3.3b), mise au point au laboratoire [129], [130], utilise des bar-
rettes commerciales, mais fournit, graˆce a` une adaptation de l’e´lectronique et du traitement des
donne´es, le champ de vitesse dans le milieu e´tudie´. Cette technique permet d’observer, en le´ger
diffe´re´ (le traitement des donne´es n’est pas entie`rement imple´mente´ en ”hardware” sur les cartes
e´lectroniques), la propagation d’une onde de basse fre´quence dans un plan perpendiculaire a` la
surface e´mettrice de la barrette. Chaque image est acquise sur l’ensemble des voies de la barrette
simultane´ment a` une cadence allant jusqu’a` 8000 images par secondes, ce qui ne´cessite une e´lectro-
nique d’e´mission-re´ception et de stockage des donne´es plus performante (128 voies comple`tes) que
celle des e´chographes classiques. Comme l’e´chographie, cette technique exploite la re´tro-diffusion
des ondes e´mises par la barrette (fre´quence de l’ordre du Me´gahertz) et fournit des images de ”spe-
ckle” (qu’on enregistre a` une cadence de 3kHz pour nos expe´riences). Contrairement a` l’e´chographie,
aucune formation de voie n’est utilise´e a` l’e´mission : une onde plane est e´mise par la barrette et
la focalisation est re´alise´e a` la re´ception, c’est-a`-dire graˆce au traitement des signaux par des algo-
rithmes classiques de formation de voie ; c’est ce qui permet d’atteindre une telle cadence d’images
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Fig. 3.3 – Imagerie classique (a) et imagerie ultrarapide (b).
(la fre´quence d’e´chantillonnage, de 50 MHz pour chaque voie de l’e´lectronique d’acquisition, est la
meˆme qu’en imagerie classique). La fre´quence de re´pe´tition maximale (≈ 10 kHz) est impose´e par
la vitesse du son et la profondeur de l’e´chantillon (ou la taille de l’image de´sire´e), c’est-a`-dire par
le temps de vol des ultrasons. Le mouvement des diffuseurs en un point donne´ (entre deux tirs de
la barrette) peut alors eˆtre obtenu par corre´lation de ces signaux. Nous expliquons le calcul des
de´placements par corre´lation au paragraphe 3.2.3.
Graˆce a` cet outil, des me´thodes d’e´lastographie des solides mous ont pu voir le jour. Elle four-
nissent l’e´lasticite´ du milieu (plutoˆt qu’une image de contraste e´chographique). Le milieu e´tudie´ peut
eˆtre sollicite´ de diffe´rentes manie`res (statique ou dynamique). L’e´lastographie dynamique fournit
les donne´es ne´cessaires a` la re´solution du proble`me inverse qui donne une carte de l’e´lasticite´ et de
la viscosite´ du milieu [131]. Le dispositif 1D utilise´ pour les mesures d’acousto-e´lasticite´ par J-L.
Gennisson (l’application d’une contrainte statique couple´e a` l’e´lastographie 1D pour mesurer les
modules e´lastiques du deuxie`me et du troisie`me ordre) et pour la caracte´risation du muscle offre
une configuration plus proche des applications.
Le paragraphe suivant expose les re´sultats obtenus avec une source plane. Cette expe´rience ”de
laboratoire” correspond a` la description uni-dimensionnelle de l’e´quation de Burgers modifie´e et
permet une comparaison avec sa re´solution nume´rique.
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Fig. 3.4 – Dispositif expe´rimental pour l’observation de l’interaction d’ondes planes de cisaillement.
3.2.1.2 Ondes planes : ge´ne´ration d’harmoniques
Pour ge´ne´rer des ondes planes de cisaillement, on utilise une plaque (20×20 cm2), prise dans un
gel, et lie´e a` un vibreur (Bru¨el&Kjaer mode`le 4809). La plaque e´met une onde plane de cisaillement
polarise´e suivant x ; on se place ainsi dans des conditions proches des hypothe`ses du mode`le pre´ce´-
dent. La barrette d’imagerie peut eˆtre positionne´e pour mesurer cette composante pre´ponde´rante
du champ de vitesse le long de l’axe de propagation z. La composante transverse polarise´e suivant y
est e´galement accessible si la surface de la barrette lui est perpendiculaire. Enfin, on peut placer la
barrette face a` la plaque, soit perpendiculairement a` z, pour obtenir la composante vz en fonction
de la profondeur x : il s’agit alors de de´terminer si des de´placements longitudinaux sont e´mis par
la source ou produits par la propagation.
Le vibreur est excite´ par quelques arches de sinuso¨ıde a` 100Hz (on la choisit la plus e´leve´e pos-
sible, pour augmenter les effets non-line´aires, mais elle est limite´e par l’atte´nuation). Un capteur
de force, couple´ au pot vibrant, permet de ve´rifier la ”line´arite´” de l’e´mission, c’est-a`-dire l’absence
d’harmonique a` la source (en z = 0). Sa bande passante est suffisante pour de´tecter d’e´ventuelles
composantes aux fre´quences double et triple du fondamental. La figure 3.5 reproduit le signal en-
registre´ par le capteur de force (en z = 0), ainsi que les signaux obtenus par imagerie a` diffe´rentes
distances de la source8. Les signaux pre´sentent une distorsion similaire a` celle observe´e en simula-
8On remarque qu’il est parfois difficile d’enregistrer avec l’e´chographe le train d’ondes sur la totalite´ de la distance
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Fig. 3.5 – Profil d’une onde plane de cisaillement choque´e et son spectre, en fonction de la distance
de propagation, fre´quence du fondamental : 100Hz. Le signal fourni par le capteur de force et son
spectre sont repre´sente´s sur la premie`re ligne (z = 0 mm).
tion (figure 3.1), caracte´ristique des ondes de cisaillement choque´es, c’est-a`-dire de la non-line´arite´
cubique (voir au paragraphe 3.2.1 pour la comparaison avec le cas quadratique, lui-meˆme pre´sente´
au paragraphe 1.2.3).
L’e´volution des harmoniques suivant l’axe de propagation z est trace´e sur la figure 3.6 en fonction
de la distance sur cette axe (paralle`lement a` la barrette d’imagerie). La surface de la plaque est
e´gale a` la section du gel et la surface e´mettrice de la barrette est place´e a` quelque millime`tre du
bord de celle-ci. Pour ces raisons, il n’est pas possible de placer la barrette de manie`re a` enregistrer
les premiers millime`tres de propagation. La distance entre la plaque et le premier e´le´ment est de
5 millime`tres, ce qui est de l’ordre de zc/3. On observe donc les harmoniques au cours de leur
croissance, mais juste avant qu’elles atteignent leur maximum, situe´ a` environ 15 mm de la source.
de propagation : la feneˆtre d’acquisition est limite´e par la largeur de la barrette, la ”profondeur” de me´moire et par
la re´flexion de l’onde a` l’extre´mite´ (libre) de l’e´chantillon (qui vient se superposer avec l’onde incidente si le signal
e´mis est trop long).
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Fig. 3.6 – Evolution des harmoniques en fonction de la distance de propagation, amplitudes nor-
malise´es par rapport au maximum du fondamental
La de´croissance du fondamental n’est pas simplement exponentielle, les conditions aux limites et
la diffraction pourraient eˆtre en cause (voir § 3.2.2.3). D’autre expe´riences sont plus satisfaisantes
sur ce point, mais le profil mesure´ n’est jamais aussi re´gulier que lors de la propagation d’ondes de
faible amplitude.
Par ailleurs, le capteur de force ne permet pas de remonter a` la vitesse de la source9. Nous
comparons donc les formes d’ondes et les spectre des signaux fournis par l’e´chographe et par la
simulation. La vitesse de de´placement de la source impose´e pour les simulations est de´termine´e a`
partir des signaux enregistre´s par les premiers e´le´ments de la barrette (et z ≈ 5 mm) et corrige´e
par l’atte´nuation. L’e´volution des harmoniques s’accorde qualitativement avec la simulation de
l’e´quation de Burgers modifie´e (figure 3.2) : la forme, la position du maximum et le rapport des
amplitudes du fondamental et des harmoniques sont comparables.
Les premie`res expe´riences de ce type ont e´te´ mise au point et re´alise´es par J-L. Gennisson et
S. Catheline [132]. A la suite des mesures de modules e´lastiques du troisie`me ordre par acousto-
e´lasticite´ [133], l’e´tude de la propagation non-line´aire est devenue envisageable. Les mesures a` faible
niveau de puissance permettent d’acce´der aux parame`tres line´aires du milieu (ce´le´rite´ a` ±2% et
atte´nuation a` ±15% des ondes transversales). La de´croissance de la composante fondamentale est
bien exponentielle (ce qui n’est pas toujours le cas pour des niveaux plus e´leve´s). L’e´volution des
harmoniques en fonction de la distance de propagation a e´te´ compare´e avec le mode`le nume´rique
de l’e´quation de Burgers modifie´e, en faisant varier l’amplitude du fondamental. L’ajustement des
re´sultats nume´riques et expe´rimentaux permet d’estimer le coefficient de non-line´arite´ relatif aux
ondes transverses : βT ≈ 5, 5.
9Avec ce capteur pie´zoe´lectrique, dont l’interface e´lectronique est calibre´e pour une impe´dance de charge faible,
on ne peut remonter a` l’acce´le´ration ou encore a` la vitesse de de´placement que si l’impe´dance me´canique de charge
(ensemble plaque plus gel) est connue, mais il est difficile d’estimer cette grandeur.
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3.2.1.3 Interaction d’ondes planes
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Fig. 3.7 – Interaction d’ondes transverses : composante vx et son spectre en fonction de la distance
de propagation z. Le signal fourni par le capteur de force et son spectre sont repre´sente´s sur la
premie`re ligne (z = 0 mm).
Avec le meˆme dispositif expe´rimental (figure 3.4), nous avons e´tudie´ l’interaction a` deux ondes,
toujours pour mettre en e´vidence la spe´cificite´ des ondes de cisaillement et pour la comparer avec
l’interaction d’ondes longitudinales exploite´e pour le dispositif de mesure du chapitre 2. Le vibreur
est excite´ par un signal compose´ d’une superposition de deux trains d’ondes dont les fre´quences
sont comprises entre 0 et 500 Hz. Le signal d’e´mission est synthe´tise´ (avec Matlab ou le logiciel
d’e´lastographie) sous la forme d’une superposition de deux sinuso¨ıdes, ponde´re´e par une feneˆtre
de Hanning (premie`re ligne de la figure 3.7). L’interaction coline´aire de ces deux ondes produit,
dans le cas de la non-line´arite´ cubique, les harmoniques impaires 3f1,2 du fondamental ainsi que
les combinaisons de fre´quences 2f1,2 ± f2,1. Pour que les deux composantes soient affecte´es au
meˆme degre´ par la propagation non-line´aire, il convient de choisir des nombre de Mach : M =
v1,2/VT du meˆme ordre de grandeur pour les deux composantes. Cependant, on remarque sur
la figure 3.7, que seules certaines harmoniques sont visibles : la hie´rarchie des amplitudes des
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harmoniques est de´termine´e par les produits des amplitudes, des vecteurs d’ondes et l’atte´nuation,
il est donc difficile de faire en sorte que toute les composantes fre´quentielles soient d’importance
e´gale et toutes identifiables. Pour obtenir des pics mieux marque´ dans le spectre il faut e´mettre le
signal le plus long possible. Le facteur limitant la dure´e d’e´mission est la taille du gel : l’onde retour
interfe`re d’autant plus toˆt que la profondeur est faible.
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Fig. 3.8 – Interaction d’onde planes transverses : spectre de la composante vx en fonction de la
distance de propagation z, comparaison avec le mode`le nume´rique.
Pour que les diffe´rentes combinaisons de fre´quences puisse eˆtre observe´es, nous pouvons donc
faire varier les amplitude et les fre´quences relatives des deux ondes. La limite en fre´quence est
impose´e par l’atte´nuation plus que par l’e´chantillonnage (fe = 3 kHz). Lorsque les fre´quences
produites par l’interaction sont e´leve´es, elles sont d’autant plus atte´nue´es. Diffe´rentes combinaisons
de fre´quences ont e´te´ essaye´es. L’e´mission de fre´quences plutoˆt basses permet d’observer l’e´volution
des harmoniques de fre´quences assez e´leve´es. A l’inverse, d’une manie`re analogue aux antennes
parame´triques de l’acoustique sous-marine, l’utilisation de deux fre´quences e´leve´es et proches permet
d’observer les composantes de plus basses fre´quences.
La comparaison avec la simulation (figure 3.8) permet d’identifier les diffe´rentes composantes
spectrales. Les re´sultats nume´riques sont obtenus en introduisant comme signal d’excitation en z =
0, le signal acquis avec le capteur de force. Les parame`tres suivants ont e´te´ utilise´s : v0 = 0, 6 m/s,
VT = 1, 6 m/s (µ = 2, 8 kPa et ρ0 = 1100 kg/m3) d’ou`M = 0, 37 ; βT = 5, 5 d’ou` zc = 6.6 mm ; f0 =
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100 Hz et η = 0, 4 Pa.s. La distorsion des fronts d’ondes pre´sente des caracte´ristiques similaires, mais
l’e´volution des amplitudes des harmoniques n’est pas de´crite avec une bonne pre´cision. L’estimation
de´licate des nombreux parame`tres : ce´le´rite´ et atte´nuation des ondes de cisaillement, distance entre
la plaque et la barrette, amplitude de l’excitation est certainement en cause. Les essais effectue´s dans
ces diffe´rents cas (variation des fre´quences et des amplitudes respectives des deux composantes) ne
permettent pas d’ame´liorer l’accord avec le mode`le et d’envisager une quantification plus pre´cise
de βT .
On pourra e´galement e´voquer les limites du mode`le : notamment le respect de l’approximation
(βTM2 << 1) ne´cessaire a` l’e´tablissement de l’e´quation de Burgers (3.38), ainsi que le mode`le
line´aire d’atte´nuation thermo-visqueuse10. Dans le cas des gels, les distances de choc sont faibles et
le classement des harmoniques, qu’on pourrait e´tablir graˆce a` une re´solution en perturbation, serait
peu re´aliste apre`s quelques millime`tres de propagation (les solutions fournies par la me´thode de
perturbation e´voque´e plus haut ne sont plus valables au dela` de la distance de choc). Pour la meˆme
raison il est difficile d’envisager une me´thode analogue a` celle du deuxie`me chapitre : il est toujours
possible d’interpre´ter l’interaction d’ondes de rapport de fre´quence e´leve´ comme une modulation de
phase, mais son expression devrait tenir compte de l’atte´nuation et du re´gime fortement non-line´aire
(elle ne serait plus simplement proportionnelle a` la distance d’interaction).
On retrouve cependant les meˆmes composantes spectrales dominantes dans la simulation et dans
l’expe´rience : 3ω1, 2ω1+ω2, 2ω2+ω1 et 2ω2−ω1. On retrouve la` une des caracte´ristiques des solu-
tions quasi-line´aires (obtenues par une me´thode de perturbation) : l’amplitude d’une harmonique
s’exprime comme le produit des fre´quences et des amplitudes des ondes primaires. Par exemple,
l’harmonique trois 3ω1 e´tant proportionnelle a` U31 , est plus clairement visible que 3ω2. En effet, le
rapport U1ω1U2ω2 ≈ 1, 5, e´leve´ au cube, est favorable a` 3ω1 ; l’atte´nuation supe´rieure a` la pulsation ω2
ne fait qu’accentuer cette tendance. De meˆme, la composante centre´e a` 2ω1 + ω2 est plus marque´e
que celle centre´e a` 2ω2 + ω1.
Les conditions expe´rimentales e´tant telles (distance plaque-barrette et amplitude a` la source
peu pre´cises) qu’une e´tude quantitative s’ave`re de´licate, nous n’avons pas insiste´ dans cette voie,
d’autant plus que cette configuration expe´rimentale permet difficilement d’envisager des applica-
tions. Nous avons choisi de nous inte´resser aux caracte´ristiques de la propagation non-line´aire des
ondes de cisaillement, en tentant de ve´rifier les pre´visions des mode`les existant.
10Le coefficient qui ponde`re le terme dissipatif de l’e´quation (3.38), ηω
2µ
, est de l’ordre de 5.10−2. Il serait donc
justifie´ de ne´gliger ce terme dissipatif (alors que les expe´rience montrent que l’atte´nuation est importante), devant les
autres termes non-line´aires (ponde´re´s par βTM
2).
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3.2.2 Couplage et diffraction
3.2.2.1 E´quations couple´es a` l’ordre 3
Le syste`me d’e´quations de propagation non-line´aire (1.112a) et (1.112b) est obtenu en se limitant
a` l’ordre trois en constantes e´lastiques, c’est-a`-dire a` l’ordre deux en gradient des de´placements.
Il s’obtient a` partir de (1.110) (ou (1.109)) en de´composant le de´placement en ondes planes :
U(z, t) = Ux +Uy +Uz.
Un syste`me d’e´quations analogue peut eˆtre obtenu en conservant le dernier terme de (1.109)
(terme de non-line´arite´ cubique). Les syme´tries du milieu permettent la` encore de diminuer le
nombre de constantes e´lastiques inde´pendantes du quatrie`me ordre. Cependant, pour e´tudier les
effets de couplage entre les polarisations, les e´quations aux deuxie`me ordre pour la composante
longitudinale sont suffisantes (les termes de couplage sont de´ja` pre´sents et ceux d’ordre supe´rieur
sont ne´glige´s).
Dans le cas particulier des solides mous, Zabolotskaya [134] reprend les re´sultats du syste`me
d’e´quations couple´es quadratique (voir § 1.3.3.2) et les e´tend a` l’ordre supe´rieur en construisant un
syste`me d’e´quations qui tient compte des termes de couplage L/T et de la non-line´arite´ cubique
des ondes transverses. Elle montre que la composante longitudinale peut eˆtre e´galement ne´glige´e (a`
un moindre degre´ d’approximation) dans ces mate´riaux, du fait des valeurs relatives des modules
de compression et de cisaillement. On peut alors e´crire deux e´quations d’ordre trois portant sur les
polarisations transverses, en ayant justifie´ l’omission de l’autre composante :
∂2Ui
∂z2
− 1
V 2T
∂2Ui
∂t2
= −βT
3
∂
∂z
[(
∂Ui
∂z
)3
+
∂Ui
∂z
(
∂Uj
∂z
)2]
, avec i, j = x et y. (3.43)
Ce syste`me de deux e´quations permet d’e´tudier l’influence de la polarisation du de´placement trans-
versal [134], [127]. Le cas ge´ne´ral d’une polarisation elliptique se re´duit ensuite aux polarisations
circulaires et rectilignes. La polarisation rectiligne nous rame`ne au cas du paragraphe pre´ce´dent (dis-
torsion d’une onde plane transverse pure). Pour une polarisation circulaire, la syme´trie du syste`me
est telle qu’aucune distortion ne survient sur les deux composantes du de´placement. Le syste`me
d’e´quation se simplifie pour eˆtre a` nouveau line´aire : chaque e´quation (sur Ux ou Uy) est de la forme
de (3.40) (sans viscosite´), avec v20 a` la place de v
2. Par contre un de´calage de phase apparaˆıt (par
rapport a` la propagation line´aire) : la vitesse de l’onde varie proportionnellement a` βT et v20. Ce
phe´nome`ne est inte´ressant puisqu’il constitue une exemple d’onde d’amplitude finie se propageant
sans distortion et que d’autre part, la mesure d’un de´calage de phase (en fonction de l’amplitude
d’e´mission de l’onde) est relativement aise´ a` re´aliser. Par contre, la source de polarisation circu-
laire est plus de´licate a` mettre au point. Enfin pour une polarisation elliptique, la forme des deux
composante est tre`s diffe´rente, elle de´pend du rapport des amplitudes a` la source.
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3.2.2.2 Diffraction, deuxie`me harmonique transversale
Pour prendre en compte simultane´ment les diffe´rentes composantes du champ en conservant leurs
variations spatiales U(x, y, z, t), il faut recourir a` des approximations sur les ordres de grandeur
respectifs des diffe´rentes composantes du de´placement U , ainsi que sur leurs variations en fonction
des diffe´rentes coordonne´es.
A l’ordre deux, il est ainsi possible de de´coupler les e´quations de propagation des ondes lon-
gitudinales et transversales. Si seule une onde longitudinale est e´mise, les composantes L et T du
champ en perturbation11 peuvent eˆtre prises sous la forme (on omet les vecteurs unitaires) :
U =MUz +M
√
M (Ux + Uy) , (3.44)
ou` Uz, Ux et Uy sont des fonctions, d’une part, du temps retarde´ τ = t − z/VL, on exprime alors
le de´placement dans le re´fe´rentiel lie´ a` l’onde, et d’autre part, des coordonne´es lentes z′ = Mz,
x′ =
√
Mx et y′ =
√
My, on formule ainsi l’hypothe`se selon laquelle le de´placement est une
fonction lentement variable des coordonne´es d’espace (le changement de variable entraˆıne que les
de´rive´es par rapport a` x′, y′ et z′ sont ponde´re´es respectivement par M
√
M et M). Ce choix assure
que les composantes transverses Ux et Uy, e´ventuellement ge´ne´re´es par les termes non-line´aires
(croise´s) de l’e´quation, sont des perturbations du champ d’amplitude finie plus faibles que Uz. Dans
les directions transverses a` la direction de propagation, on s’attend a` ce que les variations spatiales
de U soient plus importantes, d’ou` l’emploi des coordonne´es x′, y′ (en
√
M , donc correspondant a`
des variations plus rapides suivant x et y que suivant z). Cette me´thode aboutit a` une e´quation du
type KZK (diffraction, dissipation et non-line´arite´ quadratique, voir e´quation (1.80) au paragraphe
1.2.3.3) pour une onde longitudinale dans un solide isotrope12.
Si l’onde e´mise est purement transverse, l’approximation suivante peut eˆtre adopte´e13 :
U =
√
M (Ux + Uy) +MUz, (3.45)
avec U toujours fonction de x′, y′ et z′, mais cette fois de τ = t − z/VT . Les termes de l’e´quation
d’onde, qui font intervenir la composante Uz sont ne´glige´s devant ceux portant sur Ux et Uy (car
leur ordre de grandeur est une puissance plus e´leve´e de M). L’e´quation obtenue, prend donc en
compte la non-line´arite´ cubique, la diffraction, la viscosite´ et le couplage entre les deux composantes
transverses, mais ne´glige le couplage avec la composante Uz (donc son apparition) :
∂2Ui
∂τ∂z
− VT
2
∆⊥Ui − F2ρ0V 5T
∂
∂τ
(
∂Ui
∂τ
∂Uj
∂τ
∂Uj
∂τ
)
− η
2ρ0V 3T
∂3Ui
∂τ3
=
µ+A/4
2ρ0V 3T
[
∂
∂τ
(
∂Uj
∂ai
∂Uj
∂τ
+
∂Ui
∂aj
∂Uj
∂τ
− 2∂Ui
∂τ
∂Uj
∂aj
)
+
∂
∂aj
(
∂Ui
∂τ
∂Uj
∂τ
)
− ∂
∂ai
(
∂Ui
∂τ
∂Uj
∂τ
)]
(3.46)
11U est ici la perturbation de la solution line´aire (il correspond donc au terme note´ UII dans la re´solution en
perturbation du paragraphe 1.4.2).
12Pour une onde plane, ce re´sultat est plus direct : voir § 1.3.3.2.
13La solution propose´e par Lardner [128] est celle du syste`me d’e´quations couple´es, obtenu graˆce a` l’approximation
suivante : U =MUx +M
2Uz, double´e pour la re´solution, d’une me´thode en perturbation.
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avec i et j a` remplacer x et y, correspondant aux directions 1 et 2 (avec sommation d’indice) ; ax
et ay correspondant aux coordonne´es x et y, et F = λ2 +B +G+
A
2 + µ =
µβT
3
14.
Cette e´quation est re´solue (sans viscosite´ !) pour une onde incidente polarise´e suivant x, dont
la distribution spatiale dans le plan (x, y) est Gaussienne. La solution est mise sous la forme d’une
se´ries d’harmoniques (paires et impaires). La re´solution du proble`me line´aire donne l’e´volution de
l’amplitude du fondamental (de´croissance et e´largissement du profil). La troisie`me harmonique,
e´galement polarise´e suivant x, pre´sente des caracte´ristiques similaires. La re´solution fait e´galement
apparaˆıtre une seconde harmonique polarise´e suivant y, c’est-a`-dire perpendiculairement a` la pola-
risation de la composante fondamentale. Nous pre´sentons en annexe F une e´valuation nume´rique
des solutions e´tablies dans cet article.
Cette solution ne fait pas partie des cas d’interaction possible donne´s par Jones [46] (dans le
cadre de l’approximation du second ordre, l’interaction de deux ondes transversales ne peut donner
naissance qu’a` une onde longitudinale) ou Zarembo [34] (les seules conditions d’accord de phase
rendent possible l’interaction de deux ondes planes transversales coline´aires, mais sans changement
de polarisation). Zarembo rapporte des observations de ce phe´nome`ne (apparition de deuxie`me
harmonique transverse, sans pre´ciser la polarisation) sur un cristal d’aluminium en fonction de
la charge statique de l’e´chantillon. Il attribue l’origine de la ge´ne´ration de seconde harmonique
transverse a` la pre´sence de de´fauts ou de dislocations, que l’application d’une contrainte est connue
pour accentuer. Il s’agirait donc de savoir, comme on peut tenter de le faire pour les phe´nome`nes
induits par la non-line´arite´ quadratique, si ces effets sont inhe´rents a` la propagation ou s’ils sont
spe´cifiquement cause´s par les de´fauts.
Zabolotskaya envisage trois possibilite´s pour la ge´ne´ration de seconde harmonique transverse :
– Elle pre´cise que l’interaction des diffe´rentes composantes (impaires) du champ, par l’interme´-
diaire d’un terme quadratique peut donner lieu, meˆme pour des ondes planes, a` une fre´quence
double (comme par ite´ration de la re´solution en perturbation).
– La solution de´veloppe´e dans cet article, et e´voque´e plus haut, fait intervenir la diffraction
du faisceau et le couplage des polarisations : pour une onde incidente polarise´e rectiligne,
mais non-plane, l’apparition de deuxie`me harmonique est possible. Par le meˆme me´canisme,
deux polarisations transverses dont les variations en fonction des coordonne´es (x, y) (dans le
plan de polarisation) sont quelconques pourrait e´galement donner lieu a` l’apparition d’une
fre´quence double.
– Elle rappelle e´galement les re´sultats de Charnaya, qui montre, en introduisant des inhomoge-
neite´s des constantes e´lastiques ou de contraintes (de dimensions tre`s infe´rieures a` la longueur
d’onde), que la ge´ne´ration de deuxie`me harmonique est possible pour une onde transversale
incidente, dans le cadre de l’approximation quadratique [135].
Les termes quadratiques proviennent du couplage entre les polarisations, mais pas du Laplacien
de Ux. La ge´ne´ration d’une seconde harmonique transversale (telle qu’elle apparaˆıt the´oriquement)
14A partir des modules de´finis dans la re´fe´rence [43], on prend D = 0, car ce n’est pas le meˆme coefficient dans les
deux de´veloppements, et G reste inchange´.
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est donc un effet (combine´) de diffraction en re´gime non-line´aire. La diffraction rend compte des
variations de la distribution spatiale des champs (dans les plans perpendiculaires a` l’axe de propa-
gation), qui peuvent exister pour une onde transversale polarise´e rectiligne, mais les seuls effets de
diffraction ne peuvent donner lieu a` ge´ne´ration de seconde harmonique transversale. Le couplage
non-line´aire est quant a` lui lie´ a` la pre´sence de plusieurs composantes T dont ces meˆmes variations,
mais a` l’ordre supe´rieur, sont a` prendre en compte (deuxie`me ligne de l’e´quation (3.46)). Ces termes
ne sont non nuls que si les deux polarisations posse`dent des de´rive´es non nulles par rapport aux
variables x et y (tous les termes de la deuxie`me ligne comprennent au moins une de´rive´e par rapport
a` x ou y), c’est-a`-dire si l’onde n’est pas plane.
3.2.2.3 Ondes ”quasi-planes”
Gel
u y u z
u x
BarrettePlaque
u
x
z
y
Vibreur k
Plan de
l’image
Fig. 3.9 – Positions de la barrette d’imagerie pour acce´der aux diffe´rentes polarisations.
Nous avons vu qu’une onde plane transverse ne peut, the´oriquement, se propager seule. Elle est
accompagne´e d’une composante longitudinale a` la fre´quence double, module´e spatialement, dont
l’amplitude est tre`s faible dans un solide classique (voir § 1.3.3.2, e´quation (1.116))15.
En plac¸ant la barrette face a` la plaque, nous pensions pouvoir observer cette vibration. Il n’en
15Dans le cas d’un gel, la pe´riode spatiale de la modulation d’amplitude est cette fois de l’ordre de la longueur d’onde
transversale, c’est-a`-dire la moitie´ de la longueur d’onde d’une deuxie`me harmonique transversale, mais toujours bien
infe´rieure a` la longueur d’onde longitudinale
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Fig. 3.10 – Scan des composantes de la vitesse de de´placement vx(z) (≈ 0, 5m/s), vz(x) et vz(z)
(≈ 10−2m/s) (e´chelle : ×4.10−3m/s).
est rien car, d’une part le rapport µ/λ est tel que l’amplitude de ces ondes est tre`s faible et d’autre
part la longueur d’onde longitudinale est de l’ordre de 15 me`tres a` cette fre´quence, dans ce type de
milieu (e´quivalent a` l’eau pour des ondes longitudinales). La zone dans laquelle les de´placements
sont enregistre´s est donc de dimension bien infe´rieure a` la longueur d’onde longitudinale (et quoi
qu’il en soit cet effet n’est pas cumulatif). Les ordres de grandeurs e´tablis par Zabolotskaya [134]
(a` partir des coefficients de l’e´quation diffe´rentielle) confirment que cet effet doit eˆtre ne´gligeable16.
Les diffe´rentes positions de la barrette sont repre´sente´es sur la figure 3.9. Les figures 3.10 repro-
duisent les B-scan des vitesses particulaires obtenues : vx(z) (dans le plan (x, z)) lorsque la surface
de la barrette est perpendiculaire a` x et vz(z) ou vz(x) (toujours dans le plan (x, z)) lorsque la
surface de la barrette est perpendiculaire a` z. La figure 3.10a reproduit bien l’e´volution de la com-
posante principale le long de l’axe de propagation. Sur la figure 3.10b, on trace vz en fonction de la
profondeur z, en se plac¸ant sur le ”bord” de la barrette, c’est-a`-dire pour x = 5 a` 10 mm (au centre
de cette dernie`re, les de´placements sont tre`s faibles). Une composante longitudinale (dont le temps
de vol est quasi constant par rapport a` la dure´e de la feneˆtre d’acquisition) semble eˆtre pre´sente,
mais pour cette dernie`re les effets non-line´aires sont extreˆmement faibles. Enfin sur la figure 3.10c,
la composante vz est trace´e cette fois en suivant une ligne paralle`le a` la barrette (et a` la source) a`
environ 15 mm de la source. La pre´sence d’une syme´trie par rapport au centre de la source peut
eˆtre attribue´e a` la diffraction de vx ou aux re´flexions sur les limites du milieu. Cette composante se
propage a` la vitesse des ondes de cisaillement et ne semble pas pouvoir eˆtre due a` un mouvement
longitudinal de la source.
Quoi qu’il en soit, la composante vz ne contient pas de composante centre´e a` 2f0, ce qui confirme
que l’effet de couplage L/T mentionne´ par Gol’dberg ne peut eˆtre observe´ dans nos conditions.
16Cependant, l’e´valuation nume´rique de l’amplitude du de´placement longitudinal U1(z), pour une profondeur z =
(2n+1)×λT /4 (n entier), telle qu’elle soit maximale, donne U1/U0 = 0, 5, ou` U0 est l’amplitude de l’onde transversale
fondamentale. Les arguments relatifs aux termes de couplage des e´quations diffe´rentielles semblent plus pertinents
pour notre configuration expe´rimentale (onde progressive choque´e), la re´solution pre´sente´e par Gold’berg e´tant e´tablie
en re´gime harmonique, dans l’approximation de faible non-line´arite´.
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En revanche, la polarisation imparfaite de l’onde de cisaillement peut expliquer l’e´volution non
exponentielle de l’amplitude du fondamental observe´e pre´ce´demment (cf. figure3.6) par interfe´rence
des composantes vx et vz.
Pour observer la dernie`re composante du champ (vy), il faut placer la barrette perpendiculaire-
ment a` l’axe y (figure 3.9). D’autres expe´riences ont e´te´s re´alise´es (voir en annexe F), toujours avec
la meˆme grande plaque pour comparer vx et vy. L’amplitude de cette dernie`re est dix fois plus faible
que celle de l’onde e´mise. Les spectres des deux polarisations contiennent des harmoniques paires et
impaires. Si le couplage L/T ne peut eˆtre e´voque´ pour les gels, seuls la diffraction et le couplage des
polarisations expliqueraient cet effet. Or, pour une onde plane (distribution uniforme de vx dans
le plan source), aucun effet de ce type n’est a` attendre : les de´rive´es de vx (ou vy) par rapport a`
x et y sont nulles et on retrouve l’e´quation (3.43), qui ne contient que des termes de non-line´arite´
cubique. On conclut donc que l’uniformite´ de vx dans le plan (x, y) n’est pas assure´e (la pre´sence
d’une composante vz non nulle va e´galement dans ce sens), auquel cas des termes quadratiques sont
a` prendre en compte et expliqueraient la pre´sence de fre´quence double et d’une polarisation vy non
nulle.
Ces re´sultats sont donc de´licats a` interpre´ter. Il semble ne´cessaire de mettre au point un syste`me
d’excitation plus robuste qui assure une polarisation line´aire au niveau de la source, ou permette de
controˆler une polarisation plus complexe17. The´oriquement, autant qu’expe´rimentalement les effets
de couplage et de diffraction sont difficiles a` se´parer. Les expe´riences du paragraphe suivant ont e´te´
re´alise´es pour tenter d’isoler les effets de diffraction.
3.2.2.4 Source plane de dimensions finies
Les dimensions de la plaque excitatrice ont e´te´ re´duites pour tenter d’amplifier les effets de
diffraction : une plaque de 8×8 cm est prise dans le gel puis fixe´e au pot vibrant. Cette configuration
permet par ailleurs de s’affranchir des conditions aux limites (dimensions du gels), qui ne satisfont
pas a` l’hypothe`se d’un milieu semi-infini. Sans que le profil de la source soit re´ellement Gaussien,
comme dans le mode`le de la re´fe´rence [43], on peut s’attendre a` observer des effets quadratiques,
puisque les termes de couplage et de diffraction ne sont pas nuls. Pour des longueurs d’ondes de
cisaillement comprises entre 10 et 20 mm, le produit ka de la source est de l’ordre de 10 (il est de
l’ordre de 30 pour la grande plaque). La distance de propagation sur laquelle les de´placements sont
enregistre´s est de l’ordre de quelques longueurs d’ondes.
On observe nettement, sur les figures 3.11 et 3.12, la deuxie`me harmonique sur la composante
vy (polarisation perpendiculaire au fondamental). Le fondamental et la troisie`me harmonique sont
e´galement pre´sents sur cette projection (alors que la re´solution cite´e ne le pre´voit pas) certainement
en raison de leurs amplitudes bien supe´rieures a` celle de vy. On pourrait ici e´galement, e´voquer une
polarisation imparfaite de l’onde de cisaillement : un de´placement non rectiligne de la source.
La forme temporelle de la composante vy (figure 3.12b) ne correspond pas a` la solution de la
re´fe´rence [43], qui est une onde harmonique a` la fre´quence double. La superposition du fondamental
et de la troisie`me harmonique ne permet pas d’extraire la deuxie`me harmonique seule.
17Les re´sultats the´oriques, obtenus dans le cas d’une polarisation circulaire, ouvrent une piste inte´ressante [127].
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Fig. 3.11 – Source de dimension finie : e´volution des harmoniques en fonction de la distance de
propagation (amplitudes en de´cibels par rapport au maximum du fondamental vx ou vy).
20 30 40 50 60 70 80 90 100
−0.6
−0.4
−0.2
0
0.2
0.4
0.6
Temps (ms)
Vi
te
ss
e 
pa
rti
cu
la
ire
 (m
/s)
(a) Composante vx
20 30 40 50 60 70 80 90 100
−0.1
−0.05
0
0.05
0.1
0.15
Vi
te
ss
e 
pa
rti
cu
la
ire
 (m
/s)
Temps (ms)
(b) Composante vy
0 100 200 300 400 500 600 700
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
Am
pl
itu
de
 n
or
m
al
isé
e
Fréquence (Hz)
(c) Composante vx
0 100 200 300 400 500 600 700
0
0.2
0.4
0.6
0.8
1
Am
pl
itu
de
 n
or
m
al
isé
e
Fréquence (Hz)
(d) Composante vy
Fig. 3.12 – Source de dimension finie : vitesse et spectre en z = 16.5 mm.
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3.2.3 Effets de champ proche : palpeur d’e´lastographie 1-D
L’e´lastographie 1-D, mise au point au laboratoire [129], [130], exploite e´galement la re´tro-
diffusion des ultrasons par les diffuseurs pre´sents dans le milieu, qui sont mis en mouvement par
un ”coup” de basse fre´quence. Cette technique bien moins couˆteuse que la pre´ce´dente, puisqu’elle
n’utilise qu’un seul capteur, a e´te´ applique´e in vivo pour mesurer l’e´lasticite´, la viscosite´ et l’ani-
sotropie des muscles. Son application a` l’acousto-e´lasticite´ des gels a e´galement permis de mesurer
les modules e´lastiques d’ordre trois. Nous nous sommes inte´resse´s aux possibilite´s que ce dispositif
offre dans le cas dynamique : un coup de forte amplitude permettrait-il d’e´valuer les proprie´te´s non-
line´aires d’un solide mou (sans appliquer, comme en acousto-e´lasticite´, une contrainte statique) ?
Dans le cas de l’e´lastographie impulsionnelle 1-D, la source peut eˆtre une barre (voir figure 3.13),
perpendiculaire a` l’axe du pot vibrant18. L’impulsion de´livre´e par ce dernier correspond donc a` une
pousse´e axiale et non a` un cisaillement direct, comme dans le cas de la plaque. La de´formation qui en
re´sulte se compose d’une composante de compression et d’une composante de cisaillement polarise´e
perpendiculairement a` la barre (et a` l’axe de propagation). Ces deux composantes du champ de
de´formation sont couple´es. Les dimensions de cette source et les vitesses de propagation sont telles
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Fig. 3.13 – Dispositif expe´rimental dans le cas de la source 1D.
que la zone de mesure se trouve dans le champ proche (a` quelques longueurs d’onde de la source). Les
caracte´ristiques (polarisation, directivite´) sont bien de´crites (dans le cas line´aire) par les fonctions
de Green [121]. Dans le cas d’un milieu e´lastique isotrope, l’ope´rateur de propagation est compose´
de trois termes. Deux d’entre-eux correspondent aux ondes de compression et de cisaillement : on
ne conserve que ces derniers dans le cas du champ lointain. Le troisie`me traduit le couplage qui
intervient entre ces deux composantes dans le champ proche de la source. Lorsque la distance de
propagation est de l’ordre de la longueur d’onde, les deux polarisations ne sont pas se´pare´es. La
barre d’e´lastographie 1D est donc une source d’onde de cisaillement plus complexe. Dans son champ
proche le couplage des de´placements donne naissance a` une onde de polarisation ”longitudinale”(uz),
dans le sens ou` les de´placements sont coline´aires a` la direction de propagation, mais qui se propage
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Fig. 3.14 – Mesure des vitesses de de´placement par corre´lation des signaux re´tro-diffuse´.
a` la vitesse des ondes transversales. C’est cette composante qu’enregistre l’e´lastographe 1D.
La figure 3.14 [121] illustre le traitement des signaux effectue´ pour calculer les de´placements sur
l’axe d’un seul transducteur (en fonction de la profondeur). Cette situation correspond a` l’e´lastogra-
phie 1D, mais la proce´dure est similaire a` deux dimensions (pour l’imagerie ultra-rapide). Prenons
les signaux rec¸us par le transducteur19 pour deux tirs successifs (dont la re´currence est de 3 kHz).
Une feneˆtre d’environ 100 points permet de se´lectionner la profondeur (z, sur la figure 3.13) a` la-
quelle les de´placements seront calcule´s. On effectue alors la corre´lation des deux feneˆtres acquises
successivement (a` la fre´quence de re´pe´tition des tirs ultrasonores du transducteur). Le de´calage pour
lequel cette corre´lation est maximale correspond a` la distance parcourue suivant z par les diffuseurs
entre les deux tirs ultrasonores (ou, plus pre´cise´ment, au temps mis pour parcourir cette distance,
que l’on convertit graˆce a` la vitesse des ondes rec¸ues par la barrette : 1500 m/s et la fre´quence
d’e´chantillonnage des voies : 50 MHz). La grandeur physique mesure´e est donc un de´placement
relatif des diffuseurs effectue´ pendant le laps de temps compris entre deux tir ultrasonores, soit une
vitesse de de´placement (ce n’est donc pas un de´placement au sens des coordonne´es d’Euler)20.
En de´calant la feneˆtre de quelques points, on se´lectionne une autre profondeur z. Dans le cas
2D, une ite´ration de cet algorithme sur toutes les lignes des images e´chographiques donne le champ
des vitesses particulaires dans un plan. La version mono-dimensionnelle fournit donc la vitesse de
de´placement le long d’une ligne suivant la profondeur (l’axe du capteur, voir figure 3.13).
18Le coup d’excitation de basse fre´quence peut plus simplement eˆtre donne´ par la surface e´mettrice du transducteur ;
la barre permet de polariser pre´fe´rentiellement les de´placements.
19Dans le cas 2D, on conside`re une zone de la barrette, voir figure 3.3.
20L’e´lastographie statique mesure re´ellement un de´placement (entre deux e´tats de contrainte de l’e´chantillon). Dans
le cas de l’e´lastographie dynamique, il faut tenir compte de la fre´quence de l’imageur pour calculer une vitesse (il
faudrait sinon cumuler les de´placements).
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3.2.3.1 Ge´ne´ration d’harmoniques
Des expe´riences de ge´ne´ration d’harmoniques nous ont permis de caracte´riser le champ e´mis
par cette source. Pour la composante vz (composante principale du champ de vitesse), nous pre´-
sentons les re´sultats obtenus avec l’e´lastographe 1D. Pour cette meˆme composante, et dans le cas
de l’interaction d’onde, des expe´riences ont e´te´ re´alise´es avec le dispositif d’imagerie, (la barrette
est place´e en face de la barre). Sur la figure 3.15, on observe que le profil est diffe´rent de celui
des ondes de cisaillement des paragraphes pre´ce´dents. Le spectre comporte des harmoniques paires
et impaires. La profondeur de pe´ne´tration des ondes e´mises par cette source est plus faible que
dans le cas des ondes planes, du fait de la divergence du faisceau autant que de l’atte´nuation (la
tension d’excitation du pot vibrant est du meˆme ordre pour la plaque et la barre). La pre´sence
d’harmoniques paires n’est pas surprenante, du fait de la taille re´duite de la source qui implique de
forts effets de diffraction.
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Fig. 3.15 – Source 1D ge´ne´ration d’harmonique : composante axiale vz, et son spectre, en fonction de
la distance de propagation z. Le signal fourni par le capteur de force et son spectre sont repre´sente´s
sur la premie`re ligne (z = 0mm).
Pour les polarisations (vx et vy), perpendiculaires a` l’axe de propagation (voir l’annexe F pour
les figures), nous avons utilise´ l’e´chographe 2D dans les deux premie`res positions sche´matise´es sur
la figure 3.9. Sur l’axe du transducteur, les de´placements sont tre`s faibles et augmentent lorsqu’on
s’en e´carte (suivant x ou y). La composante la plus grande est vx, c’est-a`-dire la polarisation
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perpendiculaire a` la barre ; elle est au plus de l’ordre de vz. On retrouve la` des caracte´ristiques
de la propagation line´aire : du fait de sa syme´trie, la pousse´e de cette barre se traduit par une
de´formation du gel dans une direction privile´gie´e. Pour observer des composantes transversales non
nulles, il faut se placer en dehors de l’axe z : sur cet axe on ne peut observer que la composante
axiale. Les trois polarisations pre´sentent une certaine similitude, elles comprennent toutes les trois
des harmoniques paires et impaires.
3.2.3.2 Interaction d’ondes
L’interaction d’ondes a e´galement e´te´ e´tudie´e. La composante axiale vz(x, z) est enregistre´e
avec la barrette d’imagerie en face de la barre (voir figure 3.13). Avec l’imageur, la pre´cision est
meilleure au voisinage imme´diat de la source, alors qu’avec l’e´lastographe 1D le bruit est important
pour z < 5 mm (Le fait que le transducteur suive le mouvement de la barre de pendant la dure´e
de l’excitation pourrait eˆtre en cause). barre interaction, barrette en face,
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(a) Suivant la direction x, paralle`le a` la barre.
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(b) Suivant la direction de propagation (et de po-
larisation) z, perpendiculaire a` la barre.
Fig. 3.16 – Source 1D : e´volution des harmoniques et des produits de l’interaction dans les directions
paralle`le et perpendiculaire au de´placement (amplitudes en de´cibels par rapport au maximum du
fondamental vx).
Comme pour la ge´ne´ration d’harmoniques, on voit apparaˆıtre des composantes dont les fre´-
quences correspondent a` celles produites par une non-line´arite´ quadratique. La distorsion du profil
pre´sente des caracte´ristiques comparables. Sur la figure 3.16, sont pre´sente´s les spectres de la vitesse
de de´placement. On ve´rifie, graˆce au trace´ en fonction de x (3.16a) effectue´ a` z = 5 mm de la barre,
que les de´placements engendre´s sont uniformes suivant la largeur de la barrette. En fonction de z
(3.16b), et en moyenne sur une zone centrale de la barrette d’imagerie, on observe une de´croissance
rapide des diffe´rentes composantes, du fait de la divergence du faisceau et de l’atte´nuation.
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On trace sur la figure 3.17 l’e´volution des harmoniques en fonction de la distance de propagation :
elles sont importantes dans une zone proche de la source (a` moins de 15 mm). Les combinaisons de
fre´quences ”quadratiques” (deuxie`me harmonique et fre´quences somme et diffe´rence) sont du meˆme
ordre que les combinaisons cubiques. Dans cette configuration, la surface de la source est beaucoup
plus faible que celle de la plaque, on re´partit donc une e´nergie comparable (la tension d’excitation
du vibreur est du meˆme ordre) sur un surface plus faible, ce qui explique que l’amplitude des
harmoniques soit plus e´leve´e dans cette configuration (par rapport aux ondes planes). Par contre,
la divergence du faisceau diminue d’autant la profondeur de pe´ne´tration.
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Fig. 3.17 – Source 1D : e´volution des harmoniques et des produits de l’interaction en fonction de
la distance de propagation (amplitudes normalise´es par rapport au maximum du fondamental vx).
On relie ces observations aux conclusions the´oriques donne´es plus haut : diffraction et couplage
des polarisations sont lie´s. La de´formation induite par la source 1-D ne peut pas eˆtre qualifie´e de
compression ou de cisaillement, il s’agit d’une caracte´ristique du champ proche. On retrouve donc
les effets non-line´aires relatifs aux deux types de polarisation. Par ailleurs, nous avons vu qu’en
prenant en compte les de´formations a` l’ordre trois et plus, il est difficile de distinguer formellement
compression et cisaillement (ni les combinaisons d’invariants ni les modules e´lastiques ne peuvent
eˆtre rattache´s a` un type de de´formation).
Au stade actuel, les expe´riences d’acousto-e´lasticite´ permettent d’obtenir les modules de Landau
a` l’aide de l’e´lastographe 1D. Il semble difficile d’extraire des valeurs de ces parame`tres a` partir des
expe´riences pre´sente´es ci-dessus. Si la mode´lisation des effets de diffraction et d’atte´nuation semble
accessible pour des ondes planes, dans le cas des mesures 1D, la situation est plus complexe puisqu’il
faut conserver les termes de champ proche. La re´solution a` l’aide des fonctions de Green donne de
bons re´sultats dans le cas line´aire, une adaptation au cas non-line´aire pourrait eˆtre de´veloppe´e en
suivant Jones et Kobett [46]. Un mode`le donnant par exemple la position (suivant la profondeur z)
du maximum d’amplitude pour chaque composante fre´quentielle pourrait eˆtre facilement compare´
a` nos mesures.
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Conclusion et perspectives
Le mode`le de solide mou incompressible de´crit fide`lement la re´ponse e´lastique des gels (il pre´sente
e´galement l’inte´reˆt de re´duire le nombre de constantes ne´cessaires a` la caracte´risation du mate´riau).
Il permet d’e´tablir plus simplement les e´quations de propagation relatives aux ondes transversales.
On peut alors exploiter les re´sultats expe´rimentaux a` l’aide de ces modules e´lastiques spe´cifiques
au cisaillement (βT est fonction de µ, A et D) et se dispenser ainsi d’une mesure pre´cise des
modules de compression. On notera cependant qu’il est toujours possible d’exprimer le module
D en fonction des constantes e´lastiques, ou des modules de Landau du solide compressible. Les
modules e´lastiques ne sont pas des coefficients inde´pendants, ils sont introduits mathe´matiquement
(comme des parame`tre d’ajustement) dans le de´veloppement de Taylor de l’e´nergie e´lastique, dans
lequel ils ponde`rent les diffe´rents ordres de grandeur des de´formations. Jusqu’a` l’ordre deux, et dans
un syste`me de constantes donne´ (par le choix de la variable de´formation), il est possible d’attribuer
a` chaque terme de l’e´nergie (et du coup a` chaque constante) un sens physique : compression ou
cisaillement, de´formation longitudinale ou transverse. A partir de l’ordre trois, les relations entre les
modules relatifs au cisaillement et a` la compression mettent en e´vidence que les de´rive´es de l’e´nergie
par rapport aux diffe´rentes combinaisons d’invariants (du tenseur des de´formations de Lagrange)
ne sont pas inde´pendantes.
Nous avons pu illustrer, graˆce au dispositif d’imagerie ultra-rapide, certaines pre´visions the´o-
riques concernant la propagation non-line´aire des ondes de cisaillement. Les ondes planes trans-
verses sont re´gies par une e´quation non-line´aire dont le terme source est cubique. Les expe´riences
en ondes planes permettent d’observer l’apparition d’harmoniques impaires seulement. Pour l’in-
teraction d’onde, il apparaˆıt des combinaisons de fre´quences du type 2ω1,2 ± ω2,1. L’accord avec le
mode`le de l’e´quation de Burgers modifie´ peut eˆtre obtenu si les conditions expe´rimentales sont bien
maˆıtrise´es (polarisation rectiligne, alignement de la barrette, vitesse particulaire de la source). Il
est satisfaisant qualitativement et a de´ja` permis d’estimer le coefficient de non-line´arite´ relatif aux
ondes transverses.
La prise en compte des dimensions finies de la source, ajoute des termes non-line´aires qua-
dratiques dans l’e´quation d’onde. Ces termes couplent les diffe´rentes polarisations du champ et
induisent la ge´ne´ration d’une deuxie`me harmonique transversale, polarise´e perpendiculairement au
fondamental. Les expe´riences re´alise´es, avec une source plane de dimension re´duite et avec le pal-
peur d’e´lastographie 1D (barre), mettent en e´vidence ces effets. Si, pour les deux configurations
expe´rimentales, l’apparition de la deuxie`me harmonique peut eˆtre attribue´e au couplage des pola-
risations, ces deux cas doivent ne´anmoins eˆtre distingue´s. Pour la source plane, la fre´quence double
n’est pre´sente que sur la polarisation perpendiculaire (comme le pre´voit le mode`le de Zabolotskaya)
alors que, pour la source en forme de barre, cette deuxie`me harmonique est pre´sente sur toutes les
composantes du champ. Cette observation illustre les effets de champ proche dus a` la source 1D, qui
couplent les de´formations de cisaillement et de compression. Enfin, les expe´riences re´alise´es avec
le palpeur 1D montrent des effets non-line´aires importants et permettent d’envisager des e´tudes
qualitatives.
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Chapitre 4
Mesure de fortes pressions, contrainte
de radiation
Les possibilite´s de l’interfe´rome´trie optique, applique´e a` la de´tection de de´placement me´caniques
(sans parler des applications de ge´ne´ration d’ultrasons par excitation laser), sont bien connues, [136],
[137], [138]. Leur utilisation principale est la mesure absolue des de´placements induits par des ondes
ultrasonores dans l’eau comme a` la surface des solides. La propagation des ondes de surface peut
e´galement eˆtre suivie avec pre´cision [139].
Cette technique exploite l’effet Doppler subit par le faisceau lumineux a` sa re´flexion sur une
surface vibrante sous incidence normale. La variation de chemin optique induite par le mouvement
d’un re´flecteur plan produit une modulation de phase1 proportionnelle a` ce de´placement :
φ(t) = 2Kn0u(t), (4.1)
ou` n0 est l’indice de re´fraction du milieu, K = 2pi/Λ le nombre d’onde du laser, avec Λ = 633 nm
pour un laser He-Ne. L’incidence normale et l’he´te´rodynage du faisceau sonde permettent l’utilisa-
tion d’un montage optique peu encombrant mis au point par D. Royer.
La mesure des coefficients de non-line´arite´ nous a donne´ l’occasion d’utiliser cette technique
pour calibrer des transducteurs de contact dans le domaine du me´gahertz. Dans le cas de fortes
pressions acoustiques, les modulations de phase atteignent plusieurs dizaines de radians ; il faut donc
adapter le traitement (analogique ou nume´rique) des signaux. Nous pre´sentons d’abord les deux
montages optiques (a` simple et double he´te´rodynage) utilise´s pour la mesure de fortes pressions
acoustiques. Nous exposons ensuite une e´valuation des limites (en terme d’indice de modulation
maximal accessible) de cette me´thode de mesure, reposant sur l’extraction d’une modulation de
phase. Nous avons montre´, comme pour les mesures de coefficients de non-line´arite´ dans les solides2,
qu’il est possible d’utiliser une de´modulation nume´rique pour traiter les signaux de l’interfe´rome`tre.
Pour cela, diffe´rents programmes de de´modulation ont e´te´ e´tudie´es et ame´liore´es. Nous comparons
leurs re´sultats et ceux obtenus avec le circuit analogique existant. Enfin, nous analysons l’effet de
la membrane et rappelons le roˆle de l’interaction acousto-optique dans la mesure.
1On pre´sente le plus souvent cet effet comme la variation de fre´quence perc¸ue, induite par le mouvement relatif
d’une source et d’un observateur.
2Il s’agit alors de modulations de phase de tre`s faible amplitude.
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La possibilite´ de mesurer de tre`s faibles de´placements nous a permis de mener quelques expe´-
riences sur la contrainte de radiation dans les solides. Ce phe´nome`ne est bien compris et d’ors et
de´ja` applique´ dans les fluides. On distingue notamment le vent acoustique (streaming), qui re´sulte
principalement de l’atte´nuation de l’onde au cours de sa propagation et qui se traduit par un e´cou-
lement continu, de la pression de radiation, qui se traduit par une force de pousse´e s’exerc¸ant sur
un objet immerge´ ou une interface. Cette dernie`re a e´galement pour origine l’atte´nuation (dans les
fluides et les solides mous), mais aussi les non-line´arite´s qu’on retrouve dans l’e´quation d’onde (lo-
cale, thermodynamique). Les descriptions the´oriques de la contrainte de radiation dans les solides
restent un sujet de discussion. Peu de re´sultats expe´rimentaux permettent de de´partager les nom-
breux effets : champ proche ou lointain, milieu confine´ ou ouvert, choix des coordonne´es (spatiales
ou locales) et des conditions aux limites, ainsi que la prise en compte ou non de l’atte´nuation ou
encore de la non-line´arite´.
4.1 Interfe´rome´trie laser applique´e a` la mesure de fortes pressions
Pour mettre au point, essayer ou calibrer les appareils de the´rapie ultrasonore (lithotritie, hy-
perthermie), il est ne´cessaire de caracte´riser des champs acoustiques de forte intensite´. Diffe´rentes
me´thodes ont e´te´ de´veloppe´es au cours des trente dernie`res anne´es : hydrophones pie´zoe´lectriques,
hydrophones a` fibre optique (effet piezo-optique), interfe´rome`tres laser-Doppler.
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Fig. 4.1 – Dispositif expe´rimental de mesure de champs acoustique de forte intensite´. Le dispositif
de synchronisation ainsi que le filtrage, encadre´s en pointille´s, ne sont pas utilise´s syste´matiquement.
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Le sche´ma de la figure 4.1 reproduit la configuration expe´rimentale typique. Une fine membrane
re´fle´chissante (en Aluminium, d’e´paisseur 12 µm ou en Mylar, d’e´paisseur 5 ou 15 µm)) est pla-
ce´e dans la cuve, face au transducteur e´tudie´. Les de´placements sont motorise´s et les acquisitions
automatise´es pour amener le centre de la taˆche focale sur la membrane et effectuer un scan. Le dis-
positif de synchronisation (encadre´ en pointille´) peut eˆtre utilise´ avec une de´modulation nume´rique,
pour acque´rir et re´aliser des moyennes sur la porteuse3. Le transducteur utilise´ lors de toutes les
expe´riences pre´sente´es dans cette section est un capteur focalise´ de fre´quence centrale 2, 5 MHz, de
diame`tre 50 mm et de focale 40 mm. Il est excite´ par un ge´ne´rateur d’impulsions (Sofranel 5077PR),
qui de´livre un cre´neau de tension de 100 a` 400 V d’amplitude (et de dure´e adaptable a` la fre´quence
du transducteur).
4.1.1 Sondes interfe´rome´triques a` simple et double he´te´rodynage
Prisme de Dove
Lame λ/4 Objet
f 
Lentille
Faisceaux parasites
Cellule de Bragg
(modulateur acousto-optique) Photo-détecteur
f
f
f+ fmod f
f Analyseur 
Faisceau
laser incident
Fig. 4.2 – Sche´ma du montage optique de l’interfe´rome`tre he´te´rodyne a` simple he´te´rodynage [100].
fL, fB et fm sont respectivement les fre´quences du laser (≈ 106 MHz), du modulateur acousto-
optique (70 MHz) et de l’onde acoustique (1 a` 50 MHz). Les fle`ches et les points indiquent des
polarisations perpendiculaires (le cube de droite est un se´parateur de puissance, celui de gauche,
un se´parateur de polarisations).
Dans le premier sche´ma a` simple he´te´rodynage 4.2, le signal de re´fe´rence est celui de´livre´ par
le laser. A la sortie du premier cube se´parateur (de puissance), les deux faisceaux conservent la
meˆme polarisation et ne sont donc pas de´vie´s par le deuxie`me cube se´parateur (de polarisation).
3Il est e´galement possible d’effectuer des moyennes apre`s acquisition et de´modulation de plusieurs re´alisations,
mais cela allonge les dure´es d’acquisition et il est pre´fe´rable de de´moduler une porteuse peu bruite´e.
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Le faisceau sonde est de´cale´ en fre´quence par effet acousto-optique4, avant de venir se re´fle´chir sur
la surface vibrante, ou` il subit une modulation de phase (variations du chemin optique). Lors du
trajet aller, la lame quart d’onde transforme la polarisation rectiligne en polarisation circulaire ; au
retour (apre`s inversion par la re´flexion) elle projette la polarisation circulaire sur l’axe de polari-
sation perpendiculaire. Ainsi, le faisceau sonde est de´vie´ vers le de´tecteur par le cube se´parateur.
Le battement des deux faisceaux (apre`s ”me´lange” des polarisations par l’analyseur) produit un
photocourant i(t) a` la fre´quence de la cellule de Bragg (fB = ωB/2pi = 70 MHz) et dont les bandes
late´rales reproduisent la modulation de phase du faisceau sonde [140] :
i(t) = I sin (ωBt+ φ(t)) . (4.2)
f 
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f+2f mod f
Fig. 4.3 – Sche´ma du montage optique de l’interfe´rome`tre he´te´rodyne a` double he´te´rodynage [141].
Le cube est un se´parateur de polarisations.
Pour la mesure de fortes pressions dynamiques (comprenant des harmoniques), il est ne´cessaire,
comme nous le verrons dans le paragraphe suivant, d’augmenter la bande passante. La sonde a`
double he´te´rodynage mise au point par Cretin et al. [141] le permet, en conservant la meˆme cellule de
Bragg (a` 70 MHz)5. Avec ce dispositif (figure 4.3), le faisceau optique passe deux fois dans la cellule
de Bragg (graˆce a` une re´flexion sur le miroir de sortie de la cavite´). La fre´quence porteuse, et donc
la bande passante, sont ainsi double´es (a` condition que le photo-de´tecteur ne la limite pas). Avec ce
montage, le faisceau e´merge polarise´ circulairement de la lame quart d’onde. C’est donc la se´paration
4Le faisceau sonde est le premier ordre de diffraction e´mergeant de la cellule de Bragg. Suivant l’orientation de
cette dernie`re, on se´lectionne les ordres de diffraction +1 ou −1, ce qui se re´percute sur le signe de la de´tection
(de´phasage de pi de la porteuse module´e).
5Le montage de la sonde a e´te´ re´alise´ par D. Royer et C. Barriere, j’ai effectue´ les re´glages de l’optique, et R.
Takatsu s’est charge´ du filtre passe-bas (fc = 230 MHz) pre´sente´ en annexe C.3.
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des polarisations par le cube (contrairement au montage pre´ce´dent avec un se´parateur de puissance
agissant sur une polarisation rectiligne), qui produit les faisceaux sonde et de re´fe´rence. Le faisceau
sonde e´merge polarise´ rectilignement, il est de´cale´ en fre´quence deux fois (avant et apre`s re´flexion)
et traverse a` nouveau le cube (toujours avec la meˆme polarisation). Les passages par la lame quart
d’onde et la re´flexion sur la sortie du laser produisent le meˆme changement de polarisation que
pre´ce´demment (entre le cube de sortie et la surface vibrante), pour permettre la de´viation vers la
photo-diode lors du troisie`me et dernier passage. Enfin, aucun analyseur n’est ne´cessaire puisque
les deux faisceaux posse`dent la meˆme polarisation lorsqu’il atteignent le de´tecteur.
4.1.2 Limites en de´placement impose´es par la bande passante
La bande passante de la de´tection de´termine la sensibilite´ de l’interfe´rome`tre ainsi que la mo-
dulation de phase maximale. La sensibilite´ (de´placement minimum mesurable) the´orique (limite´e
par le bruit de ”grenaille”) est donne´e par [95] :
umin =
Λ
2pi
√
eB
I0
, (4.3)
ou` e est la charge de l’e´lectron, B la bande passante de la photodiode (et de l’e´lectronique de
re´ception) et I0 la composante continue du courant de la photodiode (0, 35 mA). Pour B = 20 MHz,
on obtient umin = 0, 01 nm.
Les deux facteurs qui interviennent dans l’estimation de la limite supe´rieure de la valeur des
de´placements sont l’indice et la fre´quence de modulation (plus pre´cise´ment de la fre´quence la plus
haute contenue dans le spectre de la modulation). Autrement dit, c’est la vitesse de de´placement qui
de´termine la rapidite´ avec laquelle la phase de la porteuse varie, et qui impose la bande passante
ne´cessaire. L’e´criture re´elle correspond a` une de´modulation a` une ”voie” qui ne donne que les
harmoniques paires ou impaires. Nous adoptons la notation complexe, e´galement adapte´e a` la
de´modulation des grands de´placements (qui exploite le sinus et le cosinus de la modulation de
phase). La porteuse s’e´crit :
s(t) = e[i(ωBt+φ(t))] = eiωBtz(t). (4.4)
Pour une modulation de phase harmonique de la forme :
φ(t) = m sinωmt, (4.5)
la modulation de phase complexe z(t) se de´veloppe comme suit :
ei(msin(ωmt)) = J0(m) + 2
∞∑
n=1
Jn(m)einωmt, (4.6)
ou` les Jn sont les fonctions de Bessel (coefficients du de´veloppement en se´rie de Fourrier de l’expo-
nentielle de la modulation de phase). Plus l’indice de modulation est grand, plus l’e´nergie s’e´tale
dans le spectre (la multiplication de (4.6) par sin (ωBt) fait apparaˆıtre des bandes late´rales de part
et d’autre de la porteuse).
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La limite de de´placement maximum est de´termine´e a` partir de ce de´veloppement : pour une
bande passante B et un fondamental de fre´quence f , le rapport B/f donne l’ordre N de la plus haute
harmonique de´tectable. Elle correspond au terme JN (m)eiNωmt dans (4.6). Pour que les termes
suivants puissent eˆtre ne´glige´s, il faut que : JN+1(m) ≈ JN (m). Avec, par exemple,  ≈ 0, 1, pour
signifier qu’on ne´glige les composantes repre´sentant moins de 10% de la raie spectrale d’ordre N .
L’indice de modulation maximal M serait alors donne´ par la condition :
∀m ≤M, JN+1(m)
JN (m)
<< 0, 1. (4.7)
L’approximation des fonctions de Bessel : Jn(x) ≈ xn2nn! n’est valable que pour x << 1, on peut par
contre utiliser le de´veloppement suivant :
JN (m) =
(m
2
)N ∞∑
p=0
(−1)pm2p
22pp!(N + p)!
, (4.8)
et calculer les rapports JN+1(m)/JN (m) nume´riquement (par exemple sous Maple). On observe, sur
les figures 4.4 que les rapports des fonctions de Bessel comportent des asymptotes qui correspondent
aux passages par ze´ros des JN . Il est donc difficile d’obtenir l’indice de modulation maximal a` partir
de ces conside´rations.
Indice de modulation
(a) J1 sur J0.
Indice de
 modulationOrdre N
(b) Pour N entre 0 et 10.
Fig. 4.4 – Rapport JN+1/JN en fonction de l’ordre et de l’indice de modulation.
La re`gle de Carson [142] donne l’occupation spectrale monolate`re qui comprend 98% de l’e´nergie
du signal. C’est une re`gle empirique et approximative6 :
B = ∆fmax +W = (m+ 1)fm, (4.9)
6On remarquera que cette approximation n’est pas valable pour m < 1 (elle n’a d’ailleurs pas de raison d’eˆtre dans
ce cas).
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ou` m est l’indice de modulation (de´viation maximale de phase ou indice de modulation de fre´quence
∆fmax/W ), W la largeur de bande du ”message” (de la modulation de phase fm dans notre cas) et
∆fmax est la de´viation maximale de fre´quence. La de´viation de fre´quence est f(t)−fB (ou` f(t) est la
fre´quence instantane´e). Son maximum est fmmp pour une modulation de phase harmonique et mf
pour une modulation de fre´quence. Avec un dispositif dont la bande passante B est impose´e, l’ordre
de la dernie`re harmonique accessible est N = B/fm et on de´duit de (4.9) l’indice de modulation
maximal :
M =
B
fm
− 1, (4.10)
soit un de´placement maximal :
umax =
Λ
4pi
(
B
fm
− 1
)
≈ Λ
4pi
B
fm
≈ 50.10−9 B
fm
. (4.11)
Pour une onde plane, la vitesse particulaire telle que v = ωmu, d’ou` :
vmax =
Λ
2
(B − fm) ≈ ΛB2 . (4.12)
Pour une onde acoustique de fre´quence fm = 2, 5 MHz et une bande passante B = 50 MHz, les
deux approximations donne´es ci-dessus s’appliquent et donnent : M = 20 rad., umax = 1µm et
vmax = 16 m/s.
Le cas d’une onde acoustique se propageant non-line´airement et contenant donc un certain
nombre d’harmoniques complique l’estimation rigoureuse de cette limite. Pour une modulation
compose´e d’une superposition de plusieurs harmoniques (d’ordre n > 1), la largeur de bande ne´-
cessaire est le maximum de l’ensemble des Bn = (mn + 1)nfm. En combinant deux conditions :
l’e´volution des harmoniques donne´e par la re´solution de l’e´quation non-line´aire et la largeur de
bande de la porteuse module´e par les harmoniques de l’onde acoustique, nous pouvons estimer
l’indice de modulation maximum du fondamental et l’ordre de la dernie`re harmonique accessible.
La solution de Fay (e´quation (1.66) du § 1.2.3.1) [1], valable loin du choc7, donne une expression
simple de l’amplitude des harmoniques Ak(σ˜) :
An =
2
n(1 + σ˜)
, (pour σ˜ ≥ 3), (4.13)
d’ou` les relations : An = n−1n An−1 =
A1
n (on compare les amplitudes du fondamental et des har-
moniques a` σ˜ fixe´). La modulation de phase du laser, ∆Φ(t) = 4piu(t)Λ , est alors de la forme
8 :
∆Φ(t) =
∞∑
n=1
mn sin(nωmτ), (4.14)
avec mn = 2Ku0An, d’ou` mn = m1n .
7Il s’agit des solutions en se´rie de l’e´quation de Burgers, valable pour σ˜z ≥ 3, ou` σ˜ est la distance normalise´e par
rapport a` la distance de choc.
8Il est possible d’exprimer le photocourant sous la forme d’une double somme, en introduisant directement la
solution de l’e´quation de propagation non-line´aire en se´rie de Bessel [143]. Cependant, il est impossible d’e´valuer la
limite en de´placement a` partir de ce de´veloppement.
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Pour une fre´quence de modulation donne´e, l’ordre N tel que B ≈ Nfm, est a priori celui de
la dernie`re harmonique accessible. Pour que cette composante ne soit pas tronque´e, on obtient la
condition suivante (analogue a` (4.10)) sur l’indice de modulation du fondamental m1 :
m1 ≤ N − 1, (4.15)
Si cette condition est ve´rifie´e, le spectre du fondamental est inclus dans la bande passante (on ne
sait pas pour autant si l’ensemble des harmoniques d’ordre 1 a` N est accessible : une composante
du champ acoustique de fre´quence nfm, ponde´re´e par un fort indice de modulation, peut s’e´taler,
dans le spectre de la porteuse, au dela` des limites de la bande passante).
On examine ensuite le cas d’une harmonique d’ordre n, graˆce a` l’expression de mn en fonction
de m1, son e´tendue spectrale devient : Bn = (m1 + n)fm. On obtient la condition suivante, pour
que le spectre ne soit pas tronque´ :
∀ n, Bn ≤ B ⇐⇒ n ≤ B
fm
−m1. (4.16)
Logiquement, l’indice de la plus haute harmonique de´tectable augmente quand l’indice de modula-
tion du fondamental diminue.
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Fig. 4.5 – Estimation de la largeur de bande : re`gle de Carson et densite´ spectrale de puissance de
la porteuse module´e en phase.
Sur la figure 4.5a, nous comparons deux estimations de la largeur de bande de la porteuse,
relative a` chaque harmonique (l’indice de modulation correspondant a` l’harmonique d’ordre n est
donne´ par mn = m1/n) : la premie`re est donne´e par la re`gle de Carson, la deuxie`me est obtenue
nume´riquement (l’utilisation d’une densite´ spectrale de puissance, plutoˆt que d’une transforme´e
de Fourrier rapide donne un re´sultat plus lisible). Il s’agit dans ce cas de la largeur de bande de
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Fig. 4.6 – Densite´ spectrale de puissance de la porteuse module´e par le fondamental et l’harmonique
n = 10, pour deux fre´quences de la porteuse (fp = 70 et 140 MHz).
la porteuse module´e en phase (a` −40 dB, c’est-a`-dire qu’on ne´glige les harmoniques repre´sentant
moins de 1 % du pic de la porteuse). Les valeurs d’entre´e sont les suivantes : fm = 2, 5 MHz,
m1 = 10 rad et B = 50 MHz (d’ou` N = 50), pour fp = 70. Nous ve´rifions, sur le trace´ des spectres
de la porteuse module´e (figure 4.5b), que les harmoniques jusqu’a` l’ordre 10 sont accessibles, comme
l’indique la condition (4.16). Les raies late´rales de la dixie`me harmonique qui de´passent la largeur
de bande impose´e repre´sentent moins de 1 % de la raie centrale.
Avec les valeurs suivantes : fm = 2, 5 MHz, m1 = 20 rad et B = 50 MHz (d’ou` N = 50), pour
fp = 70 MHz, nous nous plac¸ons dans un cas moins favorable (mais e´galement pertinent au regard
des conditions expe´rimentales). La relation (4.15) impose m1 < 19 rad, on ve´rifie, sur la figure
4.6a, que le spectre d’une telle porteuse module´e par la composante fondamentale est compris dans
la bande impose´e (±50 MHz de part et d’autre de la porteuse). Dans ces conditions (cas limite
m1 = 20 rad), on obtient, avec (4.16), n = 1 ; donc seul le fondamental de la modulation de phase
est accessible sans biais. On compare e´galement les estimations de la largeur de bande obtenues
pour des porteuses centre´es a` 70 et 140 MHz, qui montrent l’inte´reˆt d’une augmentation de la bande
passante.
Une comparaison des re´sultats obtenus avec deux montages optiques est pre´sente´e dans la section
suivante, ou` nous exposons les diffe´rentes me´thodes de de´tection de phase. En effet, augmenter la
bande passante de l’optique (graˆce au double he´terodynage) ne fait pas tout, il faut e´galement eˆtre
en mesure de de´tecter les fortes modulations de phase avec une bonne pre´cision.
126 Chapitre 4. Mesure de fortes pressions, contrainte de radiation
4.1.3 De´modulations analogiques et nume´riques de fort indices de modulation
4.1.3.1 De´modulations en quadrature a` deux voies
La de´modulation a` une ”voie” (figure 2.15 du paragraphe 2.2.4.2), utilise´e pour les mesures
de coefficients de non-line´arite´ ou de pression de radiation, est limite´e a` des indices de modula-
tion infe´rieurs a` pi/2. En effet, de`s que l’indice de modulation de´passe pi/2 le sinus ”sature” et il
faut ne´cessairement connaˆıtre le cosinus pour reconstituer la phase (utiliser le sinus seul revient
a` ne conserver que les combinaisons impaires de la fre´quence de porteuse et de la fre´quence de
modulation).
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Fig. 4.7 – Principe de la de´modulation analogique a` 2 voies pour les fortes modulations de la
porteuse.
Si la bande passante n’est pas suffisante, l’e´largissement du spectre de la porteuse module´e (a`
mesure que l’indice de modulation augmente) peut se re´percuter sur l’amplitude de la porteuse : la
troncature des fre´quences les plus e´leve´es se traduit par une modulation d’amplitude de la porteuse
(le bruit nuit e´galement a` l’acquisition des composantes spectrales les plus e´leve´es et limite aussi
les possibilite´s de l’e´lectronique). Une modulation d’amplitude est geˆnante pour une de´modulation
analogique (a` une seule voie) : le controˆle automatique de gain a un temps de re´ponse trop long
pour corriger l’amplitude du signal de re´fe´rence (meˆme si le filtre passe bande (bande e´troite) peut
la corriger partiellement sur le signal de re´fe´rence). Dans ces conditions, le me´langeur n’a plus
un point de fonctionnement constant (la sensibilite´ de´pend du temps : S(t) = ArefAac(t)) et la
sortie n’est plus simplement proportionnelle au sinus de la modulation de phase. Les me´thodes
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que nous pre´sentons pallient cet inconve´nient en tenant compte (de´modulation en quadrature) ou
en s’affranchissant (de´tection des passages par ze´ro) des variations d’amplitude de la porteuse.
Ces techniques ne corrigent pas les effets de la bande passante (si les harmoniques sont tronque´es,
la phase est alte´re´e), mais elles donnent acce`s a` des modulations de phase bien plus grandes et
corrigent, dans une certaine mesure, les modulations d’amplitude dues au dispositif.
Le sche´ma du circuit analogique [144] est pre´sente´ sur la figure 4.7. La porteuse est divise´e
pour donner d’une part deux porteuses identiques module´es en phase et d’autre part deux signaux
de re´fe´rence (filtrage passe-bande). La multiplication, en phase et en quadrature, donne, apre`s
un filtrage passe-bas identique (sur les deux lignes), respectivement le cosinus et le sinus de la
modulation de phase9. On peut d’ailleurs utiliser la relation trigonome´trique cos2φ + sin2φ = 1,
pour assurer un re´glage correct de la quadrature entre les deux voies.
L’acquisition de ces deux formes d’ondes x(t) = S sinφ(t) et y(t) = S cosφ(t) (simultane´ment
sur deux voies de l’oscilloscope) permet de construire le signal analytique (sous Matlab) :
z(t) = x(t) + iy(t) = S exp [iφ(t)]. (4.17)
La variation e´ventuelle de sensibilite´ en fonction du temps S(t) se factorise et la phase de la por-
teuse reste intacte. On extrait ensuite la phase modulo pi (Arctan(Im/Re)). Un programme (”un-
wrapping” ou de´roulement de phase), base´ sur la comparaison des e´chantillons successifs, permet
d’e´liminer ces sauts de pi ou 2pi.
La vitesse des particules est obtenue par de´rivation nume´rique du signal de de´placement. Le
plus simple consiste a effectuer une diffe´rence a` deux points : v[n] = (u[n+ 1]− u[n]) × fe, mais
d’autres sche´mas de de´rivation sont possibles. Cette ope´ration induit un bruit important qu’un
filtre passe-bas (nume´rique : filtre de Butterworth d’ordre 6) e´limine tre`s bien. Dans la plupart des
cas pre´sente´s ici, la fre´quence centrale est de 2,25 MHz et une fre´quence de coupure de 20 MHz a
e´te´ retenue. On retient alors les huit premie`res harmoniques, le spectre complet n’en contient pas
plus (dans le sens ou les composantes de plus haute fre´quence sont noye´es dans le bruit). Les filtres
passe-bas analogiques pre´sents a` la sortie de chaque voie, sont identiques, et coupent les fre´quences
supe´rieures a` 50 MHz, il ne limitent donc pas le contenu spectral avant la de´rivation nume´rique.
Une version comple`tement nume´rique de cette de´tection de phase en quadrature est e´galement
possible. Une acquisition directe de la porteuse permet de calculer le signal analytique (transforme´e
de Hilbert) :
s(t) = exp [i (ωBt+ φ(t))], (4.18)
Celui-ci est ensuite multiplie´ par un signal de re´fe´rence ”synthe´tique” (on peut e´galement extraire
la phase et soustraire la pente ωBt) :
z(t) = s(t)× exp [−iωBt] = exp [iφ(t)]. (4.19)
9L’ajout d’une capacite´ variable en paralle`le sur l’entre´e LO ajoute un de´phasage de 1/R0Cω (R0 = 50 Ω),
qui permet d’ajuster a` ze´ro le niveau continu de la voie ”sinus” (tant que l’entre´e du me´langeur reste sature´e). Ce
re´glage assure une quadrature exacte sur les entre´es des me´langeurs. Le gain de pre´cision de´pend de la qualite´ des
composants, c’est-a`-dire de la tension de de´calage a` la sortie des me´langeurs analogiques (de 20 a` 50 µV pour des
fre´quences comprises entre 5 et 100 MHz, avec un me´langeur Minicircuit SRA-1-1).
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Fig. 4.8 – Comparaison de la de´modulation analogique a` 2 voies et de sa transposition nume´rique
(pour une fre´quence d’he´te´rodynage de 70 MHz).
Le signal de modulation de phase complexe z(t) est traite´ de la meˆme manie`re que la phase complexe
obtenue avec la de´modulation analogique.
D’apre`s les estimations pre´sente´es au paragraphe pre´ce´dent, la limitation de la largeur de bande
a` ±50 MHz est suffisante pour les indices de modulation mode´re´s (jusqu’a` 10 rad), mais peut devenir
critique a` partir de 20 rad (a` 2, 5 MHz). Avec les de´modulations nume´riques, la bande passante est
limite´e par un filtrage nume´rique10 applique´ a` la porteuse apre`s nume´risation pour e´liminer le bruit
(la bande passante de la photodiode est suffisamment large). La fre´quence de coupure de ce filtre
(feneˆtre ”adoucie” applique´e sur le spectre) est la plupart du temps fixe´e a` 70 % de la fre´quence de
la porteuse (≈ 50 MHz)11.
Cette me´thode est moins sensible a` la modulation d’amplitude de la porteuse et produit moins
de sauts de phase (une seule acquisition, donc pas de de´calage des deux voies), nous y reviendrons
par la suite. Par contre, elle est moins pre´cise que la version analogique pour les faibles indices de
modulation, car la quantification de la porteuse de´grade sa qualite´. Pour limiter cet inconve´nient,
nous effectuons des moyennes a` l’aide du dispositif de synchronisation de´crit au paragraphe 2.2.4.4.
10On utilise e´galement un filtrage analogique (voir l’annexe C.3), pour e´liminer la fre´quence double de la fre´quence
de porteuse, notamment pour la sonde a` 140 MHz. Ce filtrage permet d’e´viter le repliement de spectre qui intervient
lors de la nume´risation des composantes de tre`s haute fre´quence (280 MHz) par l’oscilloscope.
11Pour une vitesse particulaire de l’ordre de 15 m/s, le nombre de Mach est de 0,01 et la distance de choc est
zc ≈ 3 mm, c’est-a`-dire comparable a` la longueur de la tache focale. Aussi les rapports d’amplitude des harmoniques
correspondent presque a` ceux de la solution de Fay (de´croissance en 1/n, avec n l’ordre de l’harmonique, soit 0, -6, -9,5
et -12 dB pour n=1 a` 4). Nous ne pouvons donc pas acce´der a` l’ensemble des harmoniques. Cependant, l’amplitude
des composantes spectrales e´ventuellement coupe´es est tre`s faible. Les fortes modulations d’amplitude de la porteuse
ne peuvent donc pas eˆtre attribue´es a` la seule limitation de la bande passante.
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Le signal d’horloge est cette fois la tension d’excitation de la cellule de Bragg ; une partie est
entre´e dans la se´rie de compteurs pour engendrer le signal de de´clenchement, l’autre est amplifie´e
puis applique´e aux bornes du modulateur acousto-optique (la synchronisation peut e´galement eˆtre
place´e a` la re´ception de la porteuse, c’est-a`-dire a` la sortie de la photodiode, ce qui permet de
ne pas bruiter l’excitation de la cellule de Bragg). Le de´clenchement est connecte´ au ge´ne´rateur
d’excitation du capteur ainsi qu’a` l’oscilloscope. Le photocourant et la modulation de phase sont
alors asservis en phase et des moyennes effectue´es sur la porteuse ne de´te´riorent pas la phase.
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Fig. 4.9 – Comparaison des signaux de la de´modulation nume´rique en quadrature, pour des fre´-
quences d’he´te´rodynage de 70 MHz (simple he´te´rodynage) et 140 MHz (double).
La figure 4.8 pre´sente une comparaison entre les deux versions de la de´modulation en quadrature
(analogique et nume´rique). Pour de fort indices de modulation nous accordons un plus grand cre´dit
a` la version nume´rique qui semble avoir une bande passante plus plate et donne la plupart du temps
des valeurs le´ge`rement plus e´leve´es (elle couperait moins les plus hautes fre´quences). Pour les faibles
indices, la version analogique est plus sensible. Les maxima de vitesse donne´s par les deux variantes
diffe`rent de moins de 5% pour φ ≈ 1 rad. et de moins de 10% pour φ de l’ordre de quelques dizaines
de radians.
La figure 4.9 propose une comparaison des mesures effectue´es avec les deux types d’interfe´ro-
me`tres pre´sente´s au paragraphe 4.1.1 (simple et double he´te´rodynage). Les modulations de phase
(c’est-a`-dire les signaux correspondants aux de´placements) se superposent bien, mais la de´rivation
nume´rique fait apparaˆıtre de plus grandes diffe´rences entre les signaux de vitesse de de´placement
(voir e´galement au paragraphe suivant). En dehors du fait que les mesures sont effectue´es succes-
sivement (changement de sonde, re´glage de position par rapport au transducteur), ces diffe´rences
pourraient eˆtre attribue´es au changement de bande passante, c’est-a`-dire a` la re´ponse en fre´quence
de la photodiode et des filtres.
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4.1.3.2 De´modulations par de´tection des passages par ze´ro
Une solution plus directe et plus rapide consiste a` repe´rer les passages par ze´ro de la por-
teuse [145] [146], [147]. La pre´sence de la modulation de phase modifie leur espacement (d’une frac-
tion de la pe´riode porteuse, soit de quelques e´chantillons). A partir de la porteuse (figure 4.10a),
acquise avec l’oscilloscope, une simple diffe´rence permet de repe´rer les paires d’e´chantillons succes-
sifs place´s de part et d’autre de l’axe des abscisses. Ces passages par ze´ro se produisent aux instants
tn (n entier) de´finis par :
ωBtn + φ(tn) = npi. (4.20)
On obtient deux vecteurs (dont le nombre de points de´pend du rapport fp/fe), l’un donne la valeur
de la phase (npi) et l’autre l’instant correspondant a` chaque passage a` ze´ro. Sur la figure 4.10b, on
trace ces couples de points (tn, npi) c’est-a`-dire l’e´volution de la phase de la porteuse en fonction
du temps. Il ne reste plus qu’a` soustraire l’e´volution ”normale” (sans modulation) de cette phase
(ωtn) pour obtenir la modulation de phase (figure 4.10c).
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Fig. 4.10 – De´modulation par de´tection des passages par ze´ro.
Les re´sultats des deux me´thodes nume´riques sont compare´s sur la figure 4.11. Comme pre´ce´-
demment l’accord est meilleur sur la modulation de phase que sur sa de´rive´e nume´rique. Cette
dernie`re me´thode (passages par ze´ro) induit un sous-e´chantillonnage de la modulation par un fac-
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Fig. 4.11 – Comparaison des de´modulations nume´riques : en quadrature et par de´tection des pas-
sages par ze´ro (pour une fre´quence d’he´te´rodynage de 70 MHz).
teur fp/fe ≈ 1/10 et les intervalles de temps entre deux passages par ze´ro ne sont pas e´gaux (c’est
d’ailleurs ce qui est mesure´). Pour ces deux raisons, le calcul de la vitesse particulaire par de´rivation
”point par point” de la phase est moins fiable que celui de la de´modulation en quadrature (qui ne
sous-e´chantillonne pas).
Cette variante pre´sente par contre l’avantage d’eˆtre peu sensible a` la modulation d’amplitude
de la porteuse12. Pour de faibles indices, cette technique est moins performante que les deux pre´ce´-
dentes ; mais pour les forts indices, elle constitue une alternative robuste.
Les sche´mas de de´rivation utilisant un plus grand nombre de points (des sche´mas d’ordres 3
et 5 ont e´te´ teste´s) induisent un filtrage (moyenne glissante) du signal [104]. Le bruit est moins
important en sortie de de´rivation, mais la bande passante est re´duite. L’avantage d’un sche´ma
plus e´labore´ est donc relatif. Enfin, pour s’affranchir de cet inconve´nient, une interpolation (sur-
e´chantillonnage) du signal de´module´ peut eˆtre effectue´e. Cette ”astuce” est tre`s utile dans le cas de
la de´modulation par de´tection des passages par ze´ro. On obtient finalement un meilleur accord entre
les signaux de´module´s avec les diffe´rentes techniques, comme l’illustre la figure 4.12 (e´cart relatif
de l’ordre de 5%). En effet, le maximum de vitesse n’est de´fini que par quelques e´chantillons et la
combinaison du sur-e´chantillonnage et de la de´rivation sur 3 ou 5 points corrige les impre´cisions
dues au bruit (”naturel” ou de quantification). Quoi qu’il en soit, pour une mesure plus pre´cise de la
vitesse de de´placement, il faudrait nume´riser la porteuse avec une fre´quence d’e´chantillonnage plus
e´leve´e (pour la dernie`re me´thode) et surtout la convertir sur 10 ou 12 bits (le rapport signal sur
bruit de la porteuse pouvant difficilement eˆtre ame´liore´, autrement qu’en augmentant le nombre de
moyennes, le nombre de niveaux de quantification est le seul parame`tre ajustable).
12Si seule l’amplitude de la porteuse est affecte´e, le programme donne un re´sultat correct, tant qu’elle ne s’annule
pas (100% de modulation).
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Fig. 4.12 – De´modulations nume´riques en quadrature (trait plein) et par de´tection des passages
par ze´ro (pointille´es) d’une porteuse centre´e a` 140 MHz. (a) De´placements, (b) vitesse obtenue par
de´rivation a` deux points, (c) vitesse obtenue avec interpolation et de´rivation a` 5 points.
4.1.3.3 Membrane et modulation d’amplitude. Interaction acousto-optique
Membrane et modulation d’amplitude :
Un des principaux e´le´ments de cette technique de mesure est la membrane sur laquelle se re´fle´chit
le faisceau sonde. Pour qu’elle ne perturbe pas le champ mesure´, elle doit eˆtre ”transparente”
aux vibrations dans le domaine de fre´quence conside´re´. La bande passante d’une membrane est
de´termine´e par son e´paisseur, son e´lasticite´, sa tension me´canique. Les dimensions late´rales sont a`
prendre en compte pour de´crire les modes propres de vibration. Ces fre´quences (audibles, pour les
plus basses) sont bien en dec¸a` de la bande de fre´quence des champs acoustiques mesure´s (> 500kHz).
Casula [95] propose deux mode`les pour calculer leur re´ponse en fre´quence. Le premier, qualifie´
d’acoustique, permet de calculer, pour des ondes planes HF, le coefficient de transmission d’une
plaque infinie (membrane de mylar ou d’aluminium) immerge´e dans l’eau. Ce mode`le ne tient
compte que des constantes des mate´riaux : la masse volumique, les vitesses des ondes longitudinales
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et transversales (ou modules d’Young et de Poisson) et l’e´paisseur de la membrane. La re´ponse
en fre´quence est donne´e par le coefficient de transmission, qui a l’allure d’un filtre passe-bas. La
fre´quence de coupure est d’autant plus e´leve´e que l’e´paisseur et le contraste d’impe´dance sont faibles.
Pour la perte en insertion, c’est l’inverse : elle est d’autant plus e´leve´e que le contraste d’impe´dance
est important entre l’eau et la membrane et que l’e´paisseur est grande.
Pour tenir compte des dimensions finies et de la tension de la membrane, il est possible de
calculer sa re´ponse me´canique BF en tenant compte des conditions aux limites. Cela revient a`
mettre en e´quation les vibrations transverses z(r, t) d’un disque d’e´paisseur ne´gligeable devant son
diame`tre (l’e´paisseur n’intervient que par l’interme´diaire de la densite´ surfacique). La re´solution de
cette e´quation pour une onde incidente progressive p0(r, t) = pr0(r)× pt0(t), donne la distribution de
vitesse sur le disque v(r, t) en coordonne´es cylindriques, sous la forme d’un produit de convolution :
v(r, t) =
∂z(r, t)
∂t
=
∂h(r, t)
∂t
⊗ pt0(t), (4.21)
ou` h(r, t) est la re´ponse impulsionnelle de la membrane (de´pendante de pr0(r) : la re´partition spatiale
des sources). Pour une onde incidente dont la re´partition spatiale est Gaussienne, le passage a` travers
la membrane de´cale la fre´quence centrale vers les basses fre´quences et diminue l’amplitude transmise.
Comme pre´ce´demment, la re´ponse en fre´quence a l’allure d’un filtre passe bas, dont le comportement
est qualitativement le meˆme. En revanche, l’application de conditions aux limites re´alistes rends
bien compte du filtrage des fre´quences les plus basses. Pour des tensions faibles (infe´rieures a` 10
kN/m), l’e´paisseur n’a pas d’influence sur la re´partition spatiale de l’onde transmise.
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Fig. 4.13 – Membrane de mylar, sans lentille.
On observe diffe´rents artefacts lors de la de´modulation des signaux qui semblent corre´le´s avec
la modulation d’amplitude. Ils sont d’autant plus nombreux que le de´placement est grand, ce qui
s’accompagne e´galement d’une modulation d’amplitude de la porteuse. On fera la distinction entre
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la diminution d’amplitude de la porteuse due a` la forte modulation de phase (ou` a` la bande passante
limite´e) et celle due a` l’alte´ration du faisceau lumineux par la courbure de la membrane au passage
de l’onde.
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Fig. 4.14 – Membrane de mylar, avec lentille de focale 10 cm.
Sur les figures 4.13 et 4.14, la partie supe´rieure reproduit la porteuse a` 70 MHz issue de la
photodiode. Sur la partie infe´rieure, le signal de´module´, est repre´sente´ une seule fois lorsque la
de´modulation est reproductible (figure 4.13a) et deux fois lorsque qu’il est ne´cessaire d’effectuer
plusieurs acquisitions pour obtenir un signal subissant une de´rive de phase mode´re´e (figure 4.13b).
Un changement de position de la membrane est parfois ne´cessaire pour diminuer l’effet de la modu-
lation d’amplitude du faisceau lumineux (c’est lorsque le faisceau acoustique est focalise´e au centre
de la membrane que les artefacts sont les plus fre´quents). Le comportement de la de´modulation
de´pend donc de la forme de la modulation d’amplitude. Les figures 4.13, a` 4.16 (voir e´galement
4.17) illustrent l’influence de la nature de la membrane sur la modulation d’amplitude et l’utilite´
d’une lentille pour diminuer cet effet (ce qui met en e´vidence que cette modulation est en partie
due a` la divergence du faisceau induite par la courbure de la surface re´fle´chissante).
Nous avons pu observer que :
– Le changement de mate´riau, aluminium au lieu de mylar, rend possible des mesures en re´-
duisant la modulation d’amplitude. La feuille d’aluminium utilise´e e´tant plus e´paisse et le
contraste d’impe´dance avec l’eau e´tant plus grand, la bande passante du dispositif est re´-
duite.
– L’utilisation d’une lentille de focale plus courte permet de limiter l’effet de divergence du
faisceau (due a` la courbure de la membrane ou a` l’interaction acousto-optique). La vibration
de la membrane de´te´riore la plane´ite´ de l’onde et modifie e´galement la phase du faisceau rec¸u
par le photo-de´tecteur.
– Une membrane de dimension plus faible (passage de 10 a` 5 cm de diame`tre) ame´liore la
situation : l’uniformite´ de la tension est plus facile a` assurer et une tension plus importante
re´duit la courbure de la membrane (et donc la de´viation du faisceau).
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Fig. 4.15 – Membrane d’aluminium, sans lentille.
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Fig. 4.16 – Membrane d’aluminium avec lentille de focale 10 cm
Les erreurs de de´modulation induites par des modulations d’amplitude peuvent eˆtre masque´es en
e´creˆtant la porteuse (ope´ration analogique) [64] ou par une correction nume´rique de son amplitude.
Pour effectuer des mesures pre´cises ces deux options sont a` exclure. Pour effectuer une de´modulation
d’amplitude, les signaux sonde et de re´fe´rence sont en phase (comme sur la voie ”cosinus” de la
de´modulation de phase a` deux voie). Avec le dispositif analogique de la figure 4.7, il est donc a
priori difficile de se´parer une modulation de phase d’une modulation d’amplitude si les deux sont
pre´sentes simultane´ment. Cependant la modulation d’amplitude est e´quivalente a` une variation
de sensibilite´ des me´langeurs de de´modulation. On peut donc, graˆce a` la reconstitution du signal
analytique z(t), se´parer l’enveloppe (modulation d’amplitude) de la modulation de phase en ne
conservant que la phase de z(t). Enfin, pour cette de´modulation analogique, le proble`me persiste
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si la modulation d’amplitude du signal de re´fe´rence n’est pas e´limine´e13. Le filtre passe-bande
(bande e´troite fp ± 20 kHz), applique´ a` la porteuse pour obtenir le signal de re´fe´rence, posse`de
une constante de temps grande. Il moyenne donc l’amplitude sur cette dure´e, et supprime ainsi la
modulation d’amplitude du signal de re´fe´rence.
Dans le cas d’une de´modulation nume´rique par transforme´e de Hilbert, applique´e cette fois
directement sur la porteuse, on se´pare l’enveloppe de la phase (complexe) du signal a` 70 MHz. On
s’affranchit alors plus directement de la modulation d’amplitude. Cette technique nume´rique permet
donc d’e´viter le biais induit par un me´lange de modulations. Cependant, si la phase du faisceau
est alte´re´e (de´viation du laser, interaction acousto-optique avec les ondes de bord), ce traitement
nume´rique n’est d’aucun secours.
Interaction acousto-optique :
Un troisie`me effet intervient : il s’agit de la variation de l’indice de re´fraction de l’eau due a`
la surpression acoustique. Il peut, si son amplitude est suffisante induire une modulation de phase
du faisceau et e´galement le de´vier. Cette proprie´te´ est exploite´e pour visualiser les ondes, ainsi
que dans les hydrophones a` fibre optique [148]. Le re´glage du faisceau laser paralle`lement a` l’axe de
propagation de l’onde acoustique est, de ce point de vue, un parame`tre important (la diffraction joue
un roˆle analogue). La de´viation du faisceau laser par le gradient d’indice contribue a` la modulation
d’amplitude.
La variation d’indice de re´fraction est donne´e par le coefficient pie´zo-optique de l’eau [149] :
µ = 1, 35.10−10 Pa−1. Pour les niveaux de pression envisage´s (p = 50 MPa), on obtient : ∆n =
µp ≈ 10−3. L’expression de la modulation de phase est donne´e par l’inte´gration, le long du trajet
du faisceau sonde, de la variation d’indice produite par le champ de pression [95]. Pour une onde
plane, on retrouve l’expression (4.1) :
φ(t) = 2Kneu(t), (4.22)
en remplac¸ant n0 par l’indice effectif : ne = n0 − µρ0c20. On obtient une valeur ne = 1, 03, proche
de l’indice de l’air, dans lequel le faisceau finit son trajet.
La contribution des ondes de bords peut eˆtre calcule´e a` partir du champ de vitesse, donne´ par
la re´ponse impulsionnelle de diffraction (dans le cas d’une source plane) [95]. La modulation de
phase du front plan reste inchange´e mais deux termes s’y ajoutent, l’un fonction du de´placement,
l’autre de la vitesse particulaire. Leurs amplitudes sont supe´rieures a` celle de l’onde plane. Tant
que les temps d’arrive´e sont distincts, une mesure non-biaise´e, sur le front plan, est possible. Enfin
dans le cas d’un transducteur focalise´, les fronts d’onde sont quasi-plans dans la zone focale. Une
mesure effectue´e dans la tache focale est donc peu perturbe´e par l’effet acousto-optique. Cependant
la divergence du faisceau acoustique sur le trajet du faisceau laser pourrait eˆtre responsable de la
13On pourrait utiliser un oscillateur local, asservi en phase avec la porteuse module´e, mais on perd alors l’avantage
de cette e´lectronique analogique : les fluctuations de basse fre´quence de phase de la porteuse sont soustraites graˆce a`
l’utilisation de la porteuse filtre´e comme signal de re´fe´rence.
4.1. Interfe´rome´trie laser applique´e a` la mesure de fortes pressions 137
modulation d’amplitude observe´e (comme celle de la figure 4.17b). Enfin, la fre´quence du premier
mode d’un disque plan, de l’ordre de quelques dizaines de kilohertz, se situe dans la plage des
fre´quences de re´pe´tition couramment utilise´es. La re´sonance des premiers modes est audible et
intervient dans les tre`s fortes modulations d’amplitude comme celle de la figure 4.17a. Il faut donc
re´duire au maximum le taux de re´pe´tition.
La comparaison de la technique laser-Doppler que nous utilisons avec les me´thodes reposant
sur la diffraction en re´gime de Raman-Nath est inte´ressante. Dans ce dernier cas (comme pour la
me´thode de visualisation de champs acoustique dite ”me´thode Schlieren”), le faisceau optique est
perpendiculaire a` l’axe de propagation de l’onde acoustique. L’onde acoustique module la densite´ et
l’indice de re´fraction du milieu (l’eau), traverse´ par le faisceau optique. La diffraction (ou de´viation
pour la me´thode Schlieren), ou la modulation de phase (Raman-Nath) du faisceau donnent ainsi
acce`s a` la pression acoustique. Un article de Jia [143] formule clairement la modulation de phase
pour un champ non-line´aire dans la configuration de Raman-Nath14, ou` la largeur du faisceau
doit eˆtre petite devant la longueur d’onde acoustique pour que l’interaction puisse s’interpre´ter
comme une modulation de phase. Il montre que l’augmentation d’amplitude des harmoniques du
champ acoustique, entraˆıne une dissyme´trie du spectre de la porteuse. Ces calculs sont adapte´s a`
la configuration ou les faisceaux acoustiques et optiques sont perpendiculaires. Nous n’avons pas
observe´ ce genre d’effet sur les signaux de l’interfe´rome`tre laser-Doppler. Aussi les spectres que nous
trac¸ons pour une modulation de phase (transitoire) contenant des harmoniques ne pre´sentent pas
cette dissyme´trie (voir les figures 4.5 et 4.6 du paragraphe 4.1.2).
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Fig. 4.17 – Effet de la membrane (a) (re´sonance du disque ou de´faut) et de´crochement duˆ a` la
de´modulation nume´rique (b).
14L’expression du photocourant pourrait eˆtre adapte´e a` notre configuration car seule l’expression de l’indice de
modulation diffe`re.
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La limitation impose´e par l’approximation de Raman-Nath est pertinente dans le cas ou` les
faisceaux sont perpendiculaires (les fre´quence ultrasonnores tre`s e´leve´e peuvent correspondre a` des
longueurs d’ondes comparables a` la largeur du faisceau optique). Pour des faisceaux acoustiques et
optiques paralle`les elle n’a pas lieu d’eˆtre, sauf si la diffraction est a` prendre en compte (la compo-
sante du champ acoustique, perpendiculaire au faisceau optique, peut moduler l’amplitude et/ou
la phase du laser). C’est effectivement le cas pour des mesures de champs focalise´s et cela rejoint
l’interaction faisceau optique/ondes de bords envisage´e par Casula (inte´gration le long du trajet du
faisceau lumineux de la variation d’indice provoque´e par les ondes de bords). Pour une e´mission
transitoire les deux effets (front plan et onde de bord) sont se´pare´s dans le temps, cependant l’effet
des composante transverse reste difficile a` estimer. Un mode`le nume´rique permettrait d’estimer cet
effet.
4.1.3.4 Artefacts des de´modulations de phase
Qu’il s’agisse d’une de´modulation analogique a` deux voies ou nume´rique avec filtrage, des sauts
de phase sont pre´sents. Il faut distinguer les causes et les symptoˆmes suivant la de´modulation. Avec
la de´modulation analogique a` deux voies, un le´ger de´faut de synchronisation des deux signaux de
sortie (sinφ et cosφ) se re´percute sur le traitement. L’e´tape responsable des sauts de phase est
le ”de´roulement” de φ(t) (e´limination des sauts de pi et 2pi). La le´ge`re diffe´rence temporelle des
deux voies d’acquisition (du sinus et du cosinus) peut expliquer les sauts de phases observe´s avec
la version analogique de la de´modulation.
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Fig. 4.18 – De´modulations nume´riques : effets du filtrage. La bande passante du filtrage de la
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Dans le cas des de´modulations nume´riques, on ne peut pas mettre en cause la synchronisation :
les sauts de phase sont donc dus au traitement nume´rique. Entre deux e´chantillons, la modulation
de phase augmente au maximum de 2pimfmTe, ou` m est l’indice de modulation, fm la fre´quence
de modulation et Te = 1/fe la pe´riode d’e´chantillonnage. Le rapport des fre´quences et l’indice de
modulation doivent eˆtre tels 2mfm/fe < 1 pour qu’il n’y ait pas d’ambigu¨ıte´ lors du de´roulement
de la phase. Par exemple pour m = 20 rad, avec fm = 2 MHz, la fre´quence d’e´chantillonnage doit
eˆtre de 80 MHz. Cette condition n’est pas restrictive avec les oscilloscopes nume´riques actuels.
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Fig. 4.19 – Artefacts sur un B-scan. Transducteur centre´ a` 2, 25 MHz, excitation 200 V, membrane
d’aluminium de diame`tre 5 cm, pas de lentille.
Dans certains cas, lorsqu’on supprime ou qu’on modifie le filtrage des de´modulations nume´-
riques (figure 4.18), les sauts sont moins nombreux, mais le bruit rend la de´rivation difficile (voire
impossible, dans le cas de la de´tection des ze´ros). On trouve pourtant des contre-exemples a` ce
comportement : dans le cas des B-scans repre´sente´s sur la figure 4.19a, un test similaire a` celui
pre´sente´ sur la figure 4.18 met en e´vidence que l’augmentation de largeur de bande du filtre passe-
bande ne permet pas d’e´liminer les sauts. D’un point a` l’autre, sans que la modulation de phase
ou d’amplitude soit plus forte, les artefacts surviennent quel que soit le programme utilise´. Les
figures 4.20 et 4.21 reproduisent les porteuses et les signaux de sortie de la de´modulation pour deux
points d’acquisition voisins. Le filtrage n’est donc pas en cause pour ces signaux, il s’agit cette fois
du de´roulement de phase dont la sensibilite´ au bruit (ale´atoire et de quantification) produit ces
de´crochements.
Pour les corriger nous avons utilise´ un programme de L’E.S.A.15. A l’origine, cet algorithme a
e´te´ de´veloppe´ pour traiter des images satellites obtenues par interfe´rences radar (SAR : synthetic
aperture interferometry). L’exemple donne´ dans l’article [150] est une tomographie de l’Etna (Sicile).
15Agence Spatiale Europe´enne, article en ligne sur le site : http : //earth.esa.int/workshops/fringe 1996/costanti/
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Fig. 4.20 – Signal module´ en phase de´modulable sans (ligne 52) et avec (ligne 53) artefact.
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Fig. 4.21 – Exemple de signaux de phase de´roule´s, ligne 52 : signal indemne, ligne 53 : de´faut de
de´roulement quel que soit le programme. Dans cet exemple, la pression est d’environ 25 MPa.
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(a) Exemple de signal corrige´ (ligne 53),
comparaison avec un signal sans de´croche-
ment (lignes 52)
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(b) B-scan re´sultant de la correction
Fig. 4.22 – Correction des de´crochement par l’algorithme de l’ESA. Transducteur centre´ a` 2,25 MHz,
excitation 200 V, membrane d’aluminium, diame`tre 5 cm, pas de lentille.
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Cette technique utilise une programmation de type re´seau de neurones, pour minimiser l’erreur
commise d’un point a` l’autre d’une matrice a` deux dimensions. Sur des signaux pris individuellement
(une ligne horizontale des figures 4.19), ses performances ne sont gue`re meilleures que celle du
de´roulement de Matlab. Cependant l’avantage de cette algorithme est de travailler sur les deux
dimensions de la matrice simultane´ment (la phase d’un point est corrige´e en fonction des valeurs
de tous ses voisins). Ainsi, si certains e´chantillons d’une ligne pre´sentent des sauts ”irre´cupe´rables”
avec la me´thode usuelle, ce programme les corrigera graˆce aux signaux voisins. La correction se fait
alors de proche en proche (de haut en bas sur nos figures), et il ”suffit” d’avoir un signal redresse´
correctement pour rattraper la ”de´rive”de phase des autres. On observe que la correction de l’image
est satisfaisante alors que les signaux ainsi corrige´s (ligne 53) pre´sentent toujours des irre´gularite´s
(autour de t = 6 µs).
4.1.3.5 Simulation
Les re´sultats obtenus avec les deux techniques de de´modulation nume´rique ont e´te´ confirme´s
par simulation nume´rique de leur re´ponse : la sensibilite´ au bruit, a` la quantification et a` la mo-
dulation d’amplitude a e´te´ e´tudie´e. Elle permet d’estimer la pre´cision absolue de ces techniques (le
signal d’entre´e est parfaitement connu), aussi bien pour les mesures optiques que pour les mesures
acoustiques.
Les programmes en question permettent de faire varier les diffe´rents parame`tres :
– les fre´quences : de la porteuse fp, de la modulation de phase fmp, de la modulation d’amplitude
fma, d’e´chantillonnage fe, de coupure du filtre passe-bande d’entre´e fbp,
– les indices de modulation de phase Amp (en radian) et d’amplitude TXma (en pourcentage
de l’amplitude de la porteuse),
– les rapports signal sur bruit de la modulation de phase RSB et de la porteuse RSBA,
– le nombre de bits de quantification nbits de la porteuse nume´rise´e,
– la dure´e des modulations de phase et d’amplitude dans la feneˆtre de porteuse acquise.
On fait varier ces parame`tres deux par deux pour e´valuer leur couplage e´ventuel et interpre´ter
les re´sultats16. Les couples choisis l’ont e´te´ principalement pour e´tudier l’effet de la modulation
d’amplitude : (TXma, Amp), (fmp, fma), (fma, TXma) et (fmp, TXma)17. Dans chaque cas les calculs
sont re´alise´ sur des signaux ”ide´aux” puis ”re´els”, pour de´terminer l’influence du bruit : les signaux
”re´els” sont synthe´tise´s avec 1% de bruit sur la phase et une quantification sur 8 bits.
Les parame`tres suivants ne sont pas les plus importants dans la pratique et sont donc fixe´s :
– La fre´quence d’e´chantillonnage, par exemple, n’est une limitation que pour la mesure de
signaux long, mais il est toujours possible d’effectuer des acquisitions par morceaux. Elle est
de l’ordre de 10fp, meˆme pour les mesures optiques : on prend, comme dans la plupart des
expe´riences, fe = 1 GHz, soit 15000 points sur 15 µs.
16On visualise l’erreur de de´modulation en pourcentage (comparaison des maxima des modulations de phase en
entre´e et en sortie) ainsi que le rapport signal sur bruit (e´value´ en dehors de la feneˆtre de modulation, c’est-a`-dire sur
le niveau de re´fe´rence de la phase).
17Le jeu de parame`tres (fmp, amp) peut e´galement eˆtre traite´. Qualitativement : l’erreur augmente avec l’indice
et la fre´quence de modulation, avec une plus grande sensibilite´ a` la fre´quence. La de´tection des ze´ros pose proble`me
pour les tre`s faibles indices, mais elle est plus robuste pour les grands.
142 Chapitre 4. Mesure de fortes pressions, contrainte de radiation
– La dure´e des modulations (de phase ou d’amplitude) n’est pas d’une grande importance tant
qu’elle reste infe´rieure a` la dure´e de la feneˆtre d’acquisition de la porteuse. Lorsque la porteuse
est module´e sur toute sa dure´e, les bords du signal sont de´forme´s, mais cela ne change rien
au centre de la feneˆtre.
– Le nombre de bits de quantification est fixe´ a` 8 (le meˆme que celui de l’oscilloscope), le passage
a` 10 ou 12 ame´liore notablement la pre´cision, mais nous ne disposons pas de cette possibilite´
dans la pratique et l’ajout d’une quantification est le parame`tre le plus ”couˆteux” en terme
de temps de calcul. C’est un parame`tre critique, notamment pour la de´tection des passages
par ze´ro.
Dans les calculs (TXma, Amp) et (fmp, TXma), la fre´quence de la modulation d’amplitude est
choisie e´gale a` celle de la modulation de phase, ou` du meˆme ordre, sauf pour les couples (fmp, fma) et
(fma, TXma) ou` l’objectif est justement de faire varier fma. D’une manie`re ge´ne´rale, les parame`tres
fixe´s prennent les valeurs par de´faut suivantes : TXma = 0.5, Amp = 0.5 a` 50 radians suivant qu’on
e´tudie les faibles ou les fortes modulations, fmp ≈ fp/10 (on e´vite le cas particulier d’un rapport
entier), fma ≈ fp/10, nbits = 8, RSB = 100, RSBA = 100 (ce qui correspond a` 1% de bruit. C’est
optimiste du point de vue expe´rimental, mais envisageable avec un grand nombre de moyennes et
un filtrage de la porteuse.).
Effet de la modulation d’amplitude : Le rapport des fre´quences de modulation fmp/fma a
peu d’influence, ce sont les rapports fmp/fp et fma/fp qui sont de´terminants.
– Pour les signaux ide´aux (c’est a` dire en l’absence de bruit ou de quantification), la pre´cision
diminue lorsque fma et TXma augmente pour la de´modulation en quadrature. La de´tection des
passage par ze´ros est presque insensible a` TXma et elle est tre`s peu alte´re´e par l’augmentation
de fma (erreur infe´rieure a` 0,5%).
– Pour les signaux re´els, l’effet du rapport des fre´quences est bien plus sensible. Pour les deux
de´modulations, seul le domaine de´fini par fmp < fp/4 et fma < fp/4 assure une erreur
infe´rieure a` 5% sur l’indice de modulation meˆme si le RSB est satisfaisant (> 105 pour la
quadrature et > 150 pour la de´tection de ze´ros).
– Pour TXma ≥ 100% les diffe´rents programmes donnent syste´matiquement un signal errone´.
En effet, l’amplitude de la porteuse s’annule ce qui induit une inde´termination sur sa phase,
que le de´roulement ne permet pas de corriger.
Effet du filtrage et des rapports de fre´quences : Dans la plupart des expe´riences, on conserve
une bande passante comprise entre fp et 1, 4fp, soit de fp/2 a` 0, 7fp de part et d’autre de la porteuse.
On conserve ce re´glage pour les calculs, il permet d’e´liminer le bruit de haute fre´quence. Pour des
fre´quences telles que fm/fp < 1/10 le biais introduit par le filtrage est quasi-nul (en tout cas
indiscernable des autres effets). On peut e´largir la bande passante pour diminuer la distortion
induite par le filtre sur les plus hautes fre´quences, mais on s’expose a` une augmentation du bruit.
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Effets du bruit et de la quantification verticale : Du point de vue nume´rique on pourrait
confondre les effets de ces deux parame`tres :
– sans filtrage, la de´modulation en quadrature fonctionne toujours, le niveau de bruit est in-
de´pendant des autres parame`tres. Pour les signaux ide´aux, dans la bande [0, fp/2], et pour
TXma ≤ 50%, l’erreur sur l’indice de modulation n’exce`de pas 1% (pour Amp = 0, 5 rad) et
le rapport signal sur bruit en sortie est supe´rieur a` 1000. Pour des signaux ”re´els” (bruite´s
et quantifie´s), l’erreur sur l’indice de modulation de phase reste raisonnable (≤ 2%) mais le
RSB est de l’ordre de 30...le filtrage s’impose.
– Avec filtrage, la de´modulation en quadrature est plus robuste vis-a`-vis du bruit et de la
quantification. Elle reproduit en sortie le niveau de bruit introduit a` l’entre´e (auquel s’ajoute
celui correspondant a` la quantification, bien plus faible ≈ 1/2nbits).
– La de´tection des passages par ze´ros est bien plus sensible : en pre´sence de bruit naturel ou
de quantification elle ne fonctionne plus sans filtrage. Pour des signaux ide´aux, avec ou sans
filtrage, l’erreur est infe´rieure a` 1% et le RSB supe´rieur a` 1000. Pour les signaux re´els, l’erreur
est infe´rieure a` 2% pour Amp > 10 rad, infe´rieure a` 5% ailleurs, sauf pour Amp < 0, 5 rad, ou`
les re´sultats sont comple`tement errone´s. Le RSB est supe´rieur a` 500 pour Amp dans l’intervalle
[1, 10 rad].
Dans le meilleur des cas on retrouve en sortie le bruit impose´ en entre´e ; qu’il soit impose´ sur la phase
ou sur l’amplitude n’a pas d’influence. Les imperfections du signal sont critiques en pre´sence de
modulation d’amplitude, pour des fre´quences e´leve´es ou encore pour de forts indices de modulation.
Elles sont certainement responsables des sauts de phase et du coup, de la limitation qui en de´coule
en terme de fre´quence de modulation (phase ou amplitude) ou de taux de modulation d’amplitude
(dont on parvient a` s’affranchir pour les signaux ide´aux).
Indice de modulation de phase : L’influence de l’indice de modulation de phase est inde´pen-
dante de la modulation d’amplitude.
– pour la de´modulation en quadrature (sans filtrage et pour des signaux ide´aux), l’erreur aug-
mente avec Amp : elle est infe´rieure a` 0, 1% sur le domaine Amp < 7 rad. et va jusqu’a` 10%
pour Amp < 15 rad. Le RSB est alors toujours supe´rieur a` 1000. Pour des signaux re´els, l’er-
reur est < 1% sur [1, 10] rad, mais elle augmente sensiblement pour les faibles et fort indices
de modulation (Amp < 1 rad et Amp > 10 rad). Le RSB est catastrophique pour les faibles
indices de modulation et passe au dessus de 100 de`s que Amp > 1 rad. (ces estimations sont
effectue´es avec un rapport fm/fp constant de l’ordre de 10).
– pour la de´tection des passages par ze´ro, l’erreur est plus faible pour les grands indices de
modulation : elle est < 2% pour Amp > 10 rad (quelle que soit la valeur de TXma) ; pour
Amp < 0, 5 rad. Le RSB est > 500 pour Amp compris dans l’intervalle [1 : 10] rad.
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Pour conclure :
– Sans modulation d’amplitude la pre´cision est tre`s bonne pour les deux programmes.
– Avec des signaux ide´aux, la pre´cision des deux me´thodes est e´quivalente (erreur < 0, 5% et
de l’ordre de 1% respectivement sans et avec modulation d’amplitude).
– Pour les signaux re´els : sans filtrage la de´tection des ze´ros est impossible, la pre´cision de la
de´modulation en quadrature est se´rieusement de´te´riore´e .
– La de´tection en quadrature est plus pre´cise pour les faibles indices de modulation. En pre´sence
de modulation d’amplitude, la de´tection des ze´ros est meilleure pour les grands indices de
modulation de phase.
4.1.4 Comparaison avec un hydrophone
Les hydrophones, d’utilisation facile, sont relativement fragiles et ne´cessitent une calibration.
Ils sont ge´ne´ralement constitue´s d’une ou plusieurs couches pie´zoe´lectriques de PVDF de quelques
microme`tres d’e´paisseur, formant une membrane dont les deux faces sont recouvertes d’une fine
e´lectrode d’or de sorte que la surface active ait un diame`tre compris entre 0, 1 et 0, 5 mm. Diffe´rents
montages (piston, aiguille, membrane) existent selon la bande passante ([0,1-1], [0,2-15], [0,2-40]
MHz) et la re´solution spatiale de´sire´e. Il permettent de mesurer des pressions allant jusqu’a` 80
MPa [151].
J’ai utilise´ la sonde optique he´te´rodyne pour calibrer un hydrophone aiguille18 pour des niveaux
de pression mode´re´s. L’acquisition du de´placement de la surface d’une membrane fournit la vitesse
particulaire et par calcul, la pression acoustique au foyer du transducteur. La forme du signal est
compare´e a` celle obtenue avec l’hydrophone. Les amplitudes obtenues avec la mesure optique et
la calibration du constructeur correspondent : 3, 2 ± 0, 15 m/s. L’ide´al serait d’utiliser diffe´rents
transducteurs plan pour balayer pas a` pas le domaine de fre´quence. Dans le cas du transducteur
focalise´, l’impulsion centre´e autour de 2, 5 MHz fournit une calibration pre´cise entre 0, 5 et 10 MHz
puisque les harmoniques du spectre de l’impulsion sont accessibles et concordent bien entre les deux
appareils.
Certains hydrophones permettent de mesurer des pressions plus e´leve´es que l’interfe´rome`tre. Ils
rendent par contre ne´cessaire une calibration. L’interpolation d’une calibration a` faible niveau de
puissance pour de plus fortes intensite´s peu pre´senter des risques. Par ailleurs, ces capteurs sont
sensibles a` la cavitation acoustique qui risque de de´te´riorer l’e´lectrode exte´rieure. L’interfe´rome´trie
est donc une me´thode comple´mentaire, qui offre une bande passante plus large, une mesure absolue
et une meilleure re´solution late´rale. Enfin, une comparaison du meˆme type, entre l’interfe´rome`tre et
un hydrophone supportant des niveaux de pression plus e´leve´s, permettrait de mettre en e´vidence
les effets d’interaction acousto-optique (auxquels l’hydrophone n’est pas sensible), au moins sur la
forme du signal.
18Hydrophone ”Golden Lipstick” de chez Onda Inc, mode`le HGL − 0200, bande passante 0, 2 − 40 MHz a` −3 dB
(assure´e plate jusqu’a` 20 MHz), sensibilite´ 28 nV/Pa, avec pre´-amplificateur mode`le A17dB du meˆme constructeur.
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Fig. 4.23 – Comparaison des mesures effectue´es a` l’aide d’un hydrophone et de l’interfe´rome`tre
(he´te´rodynage a` 70 MHz, de´modulation nume´rique).
4.1.5 Alternative acoustique : mesures par interaction parame´trique
Une des applications de l’interaction parame´trique est e´galement de´die´e a` la caracte´risation de
champs de pression. Les possibilite´s de cette technique dans le cas de mesures en immersion ont e´te´
de´montre´es [152], [153]. Le montage est une combinaison de ceux des figures 4.1 (mesures optiques)
et 2.3 (interaction parame´trique). Un transducteur focalise´ joue le roˆle du faisceau optique : un train
d’ondes de fre´quence 30 MHz vient frapper la surface de la membrane, place´e en face du transducteur
de basse fre´quence (ou face a` la pie`ce a` inspecter). L’onde de haute fre´quence se re´fle´chit totalement
sur la membrane, transparente a` l’onde de basse fre´quence. On se retrouve donc dans une situation
similaire a` celle des mesures de coefficient de non-line´arite´, a` la diffe´rence pre`s que les deux ondes
sont focalise´es. La modulation du faisceau de haute fre´quence re´sulte de l’interaction non-line´aire
des deux ondes dans la taˆche focale du transducteur de haute fre´quence. L’hypothe`se d’ondes planes
pouvant eˆtre conserve´e au foyer, la modulation de phase est analogue a` celle des mesures par de
coefficients de non-line´arite´ : elle est proportionnelle a` la distance d’interaction (longueur de la
taˆche focale), au coefficient de non-line´arite´ (de l’eau, pour les mesures en cuve). L’effet n’est alors
cumulatif que dans la zone d’interaction.
L’application de la me´thode aux solides permet d’envisager l’adaptation de ce proce´de´ a` la
caracte´risation des capteurs de contact sur une plaque e´talon de coefficient non-line´aire connu.
Cette application s’apparente a` la mesure de champs de pression dans l’eau. Il s’agit ici de mesurer
les vitesses de de´placements dans les conditions re´elles de couplage du capteur et de l’e´chantillon.
Une fois encore, il faut trouver le bon compromis entre l’e´paisseur, la fre´quence sonde, la dure´e du
train d’ondes pour enregistrer une re´ponse suffisamment longue.
146 Chapitre 4. Mesure de fortes pressions, contrainte de radiation
L’utilisation d’un transducteur pre´sente l’avantage d’eˆtre moins exigeante quant a` l’e´tat de
surface des e´chantillons, compare´e a` la me´thode optique. L’exploitation de la phase des signaux
permet de s’affranchir d’une calibration du transducteur sonde.
Conclusion et perspectives
La comparaison des diffe´rents interfe´rome`tres optiques a confirme´ les possibilite´s du montage a`
double passage re´alise´ au laboratoire. Ne disposant pas de transducteur pouvant ge´ne´rer des ondes
de chocs dont le spectre est plus large que la bande passante de la version pre´ce´dente (50 MHz avec
le simple he´te´rodynage), nous ne mettons pas en e´vidence directement le gain de bande passante
de cette version.
L’analyse des me´thodes de de´modulation nous a permis d’en e´valuer les limites et d’ame´liorer
leurs performances. Les de´modulations nume´riques (par transforme´e de Hilbert ou par de´tection
des passages par ze´ro) permettent de s’affranchir des modulations d’amplitude du faisceau laser.
Cependant, si l’amplitude et la phase sont affecte´es par la de´viation du faisceau (membrane ou in-
teraction acousto-optique) le proble`me reste entier. Il serait alors ne´cessaire de mode´liser la re´flexion
du faisceau sur la membrane, en tenant compte de sa de´formation au passage de l’onde.
Un bon accord entre les vitesses de de´placement mesure´es avec les diffe´rentes me´thodes a e´te´
obtenu graˆce a` l’adaptation de la de´rivation nume´rique. On mesure ainsi des vitesses de 30 m/s,
supe´rieures a` la limite estime´e.
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4.2 Contrainte de radiation dans les solides
La premie`re utilisation de la pression de radiation dans les fluides a e´te´ la mesure de la force
exerce´e par une onde sur un objet immerge´. Il s’agit de la pression de radiation dite de Langevin.
Parmi ses applications citons le calcul de la puissance e´mise par un transducteur, le de´placement
ou la se´paration d’objet immerge´s, la ”le´vitation” acoustique.
Les de´veloppements re´cents concernent surtout l’imagerie me´dicale. Il s’agit d’exploiter la force
de radiation induite par des ultrasons focalise´s. La possibilite´ de cre´er localement une force de
pousse´e dans le milieu permet de remonter a` ses proprie´te´s e´lastiques en imageant les de´placements.
Les techniques de palpation a` distance et d’imagerie supersonique de´veloppe´es au laboratoire au
cours de la the`se de Jeremy Bercoff [131] en sont une bonne illustration. La force et le mouvement
(e´ventuellement le courant) qui en re´sultent, sont la conse´quence de l’atte´nuation de l’onde le long
de son trajet. D’un point de vue mathe´matique, la moyenne du champ sur une pe´riode n’est plus
nulle et le transfert de quantite´ de mouvement au milieu se traduit par une composante continue
du de´placement (pour les fluides) ou une force de pousse´e (pour les gels et les tissus biologiques).
Dans le cas d’ultrasons focalise´s, la non-line´arite´ intervient d’autant plus, par l’interme´diaire
de la dissipation plus e´leve´e des fre´quences produites par la propagation non-line´aire [14], [154]. La
description de ces phe´nome`nes est base´e sur l’e´quation KZ (cf. § 1.2.3.3) et sur l’hypothe`se de faible
non-line´arite´. Les contributions de la dissipation des composantes line´aires et non-line´aires y sont
de´crites dans la perspective des applications me´dicales.
Les effets mentionne´s jusqu’ici (dans les fluides et les solides mous) s’apparentent donc au cou-
rant acoustique re´sultant de l’atte´nuation. Dans les solides (”normaux” : cristaux, me´taux, verres)
il n’en va pas de meˆme, l’atte´nuation est beaucoup plus faible et une contrainte de radiation ne
peut pas lui eˆtre attribue´e.
4.2.1 De´finition de la contrainte de radiation
Dans un article de synthe`se, Beissner [155] compare les expressions obtenues pour les tenseurs des
contraintes de radiation de´finis dans les deux syste`mes de coordonne´es. Il s’inte´resse au proble`me
de la force de radiation sur un objet entie`rement immerge´ dans un fluide non confine´ et sans
pertes (pression de radiation au sens de Langevin). Cette situation est a` distinguer de celle qui
de´finit la pression de radiation au sens de Rayleigh (voir e´galement [156] et [157]), qui s’exerce
sur la paroi d’une enceinte ferme´e. La contrainte dite de Brillouin (e´tablie a` partir du tenseur des
contraintes de Cauchy) est la version Eule´rienne, celle de Piola-Kirchhoff-Boussinesq est la version
Lagrangienne. L’accord entre les deux syste`mes de coordonne´es fut e´tabli par Brillouin pour des
ondes planes. Beissner compare les expressions obtenues pour un champ quelconque. Dans le cadre
de l’acoustique line´aire, les re´sultats sont identiques pour une propagation uni-dimensionnelle, mais
ils diffe`rent dans le cas ge´ne´ral (la diffe´rence entre les deux expressions est un rotationnel).
Potapov [158] rappelle que les contraintes de radiation ont leur origine dans les variations de
quantite´ de mouvement du milieu (plus exactement les variations de la moyenne temporelle) au
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passage d’une onde. Ces variations peuvent avoir diverses causes telles que l’absorption, la diffusion
ou la re´flexion des ondes [159] ou encore la non-line´arite´ des e´quations de conservation. Il s’agit donc
d’e´valuer le flux de quantite´ de mouvement dans le milieu a` travers une surface. L’auteur choisit
les coordonne´es d’Euler qui seules fournissent des grandeurs observables pour l’expe´rimentateur
(on rappelle que les diffe´rences entre les coordonne´es de Lagrange et d’Euler n’apparaissent qu’au
second ordre dans les me´thodes en perturbation). Il semble en effet peu commode d’avoir des
e´le´ments de volume variables pour calculer ces flux. Il de´taille les expressions de la pression de
radiation dans les approximations du premier et second ordre (on peut faire le rapprochement avec
les remarques de Cantrell [160] sur la prise en compte ou non de la non-line´arite´ de la relation
de´formation-gradient des de´placements, que ne´gligeait Brillouin). Les e´quations de conservation
(en coordonne´es d’Euler) donnent l’e´quation suivante pour le transfert de quantite´ de mouvement
par unite´ de volume Pi = ρvi :
∂Pi
∂t
+
∂
∂xj
(Pivj − Tij) = 0, (4.23)
ou` le deuxie`me terme est le gradient de la densite´ de flux de quantite´ de mouvement (Pivj−Tij , qui
a la dimension d’une contrainte). L’inte´gration de l’e´quation pre´ce´dente sur un volume ferme´ donne
la variation (temporelle) de cette quantite´ en fonction de son flux a` travers la surface qui enserre
ce volume19. A une dimension, cette expression (analogue a` la deuxie`me loi de Newton) donne la
force par unite´ de surface agissant sur un e´le´ment de volume compris entre les positions x1 et x2 :
F =
[
T − ρv2]x2
x1
. (4.24)
La moyenne temporelle (sur une dure´e τ) de cette quantite´ est appele´e la pression de radiation :
Pr = 〈F 〉 = lim(τ→∞)
1
τ
∫ τ
0
Fdt =
[〈
T − ρv2〉]x2
x1
. (4.25)
Toutes les grandeurs sont alors de´veloppe´es a` l’ordre deux en perturbation. La densite´ de quantite´
de mouvement s’exprime par exemple :
ρv = ρ0v
I + ρIvI + ρ0v
II +O
(
ρIvII
)
, (4.26)
et sur un obstacle parfaitement absorbant (flux nul a` travers la section d’abscisse x2) :
Pr = −ρ0
〈(
vI
)2〉
+
〈
T I
〉
+
〈
T II
〉
+O
(
ρI
(
vI
)2)
. (4.27)
Aux ordres un et deux, les expressions de la densite´ de quantite´ de mouvement diffe`rent : P =
ρ0
∂uI
∂t + ρ0
∂uI
∂t
∂uI
∂x a` l’ordre un et : P = ρ0
∂uI
∂t + ρ0
∂uII
∂t a` l’ordre deux. Dans les deux cas, le premier
terme, relatif au transfert de masse, est non nul, meˆme pour un mouvement d’ensemble (rigidifiant).
Le deuxie`me terme correspond au flux de quantite´ de mouvement induit par l’onde. Potapov en
de´duit que, rigoureusement, la quantite´ de mouvement d’une onde ne peut eˆtre de´finie qu’au premier
ordre : au deuxie`me ordre (en coordonne´es d’Euler), il faut prendre en compte le de´placement des
frontie`res20.
19 dQi
dt
avec Qi =
R
V
PidV .
20Ce proble`me est lie´ a` l’e´criture des conditions aux limites pour la re´solution de l’e´quation de Burgers, soit a` la
prise en compte du de´placement fini de la source [21].
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4.2.2 Expression du de´placement me´canique associe´
A partir d’une e´quation d’onde de la forme suivante, Cantrell [161] rappelle les re´sultats de
Thompson [52] et de Thurston [41] :
∂2u
∂t2
= V 2L
[
1− 2βL
∂u
∂a
]
∂2u
∂a2
, (4.28)
ou` a est la coordonne´e Lagrangienne le long de l’axe de propagation, et avec la de´finition suivante
du coefficient de non-line´arite´ : βL = −3C11+C1112C11 donne´e au premier chapitre21.
Pour une source harmonique en a = 0, la densite´ d’e´nergie de l’onde (e´nergie cine´tique de l’onde)
est : 〈E〉 = 12ρ0ω2A2 (ou` A est l’amplitude du fondamental en a = 0).
Avec la condition aux limites : u(a = 0, t) = A cosωt, Thompson et Tiersen [52] obtiennent (par
une me´thode ite´rative) une amplitude de la composante statique du champ de la forme :
u0 =
1
2
βLk
2
LA
2a. (4.29)
En utilisant une valeur moyenne, applique´e a` l’e´quation (4.28), Cantrell propose le re´sultat de ces
auteurs sous la forme d’une de´formation statique (gradient des de´placements) :〈
∂u0
∂a
〉
=
βL
ρ0V
2
L
〈E〉 . (4.30)
Avec les conditions initiales et aux limites : u(a, t) = A cosωt0 = cste pour t ≤ t0 et u(a =
0, t) = A cosωt pour t ≥ t0, Thurston et Shapiro [41] obtiennent, avec la me´thode de re´solution des
caracte´ristiques (et un de´veloppement en se´rie), une expression qui diffe`re d’un facteur 1/2 :
u0 =
1
4
βk2LA
2a, (4.31)
que Cantrell donne sous la forme : 〈
∂u0
∂a
〉
=
1
2
βL
ρ0V
2
L
〈E〉 . (4.32)
La solution (4.29) correspond au re´gime permanent : elle ne tient pas compte des conditions ini-
tiales et ne´glige donc le re´gime transitoire, ce qui revient a` conside´rer, d’apre`s ces auteurs, un milieu
avec pertes (faibles, mais finies). Alors que la solution (4.31) est celle du proble`me avec conditions
initiales, qui inclue une contribution du transitoire mais ne tient pas compte des pertes. Quoi qu’il
en soit, l’e´quation de propagation utilise´e par tous les auteurs cite´s ci-dessus est non-dissipative.
On comprend donc difficilement comment des arguments relatifs aux pertes peuvent eˆtre avance´s.
La composante statique, qui est obtenue par les deux re´solutions de l’e´quation d’onde mentionne´es
plus haut [52], [41]), donne donc une contrainte de radiation dont l’origine est purement non-line´aire
et propagative (ni atte´nuation, ni confinement du faisceau). Dans les fluides, l’atte´nuation est une
211/2 fois celle de Cantrell βL = − 3C11+C111C11 avec une e´quation identique (voir e´galement Zarembo) et −1/2 fois
celle de Tiersen.
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contribution pre´dominante (au transfert de quantite´ de mouvement de l’onde au milieu de propa-
gation), qui justifie pleinement l’utilisation d’une valeur moyenne, ce qui n’est pas e´vident pour les
solides. Yost conside`re donc que les effets non-line´aires se traduisent (comme l’atte´nuation), par
un gradient des de´placements a` valeur moyenne non nulle, ce qui distingue sa solution de celle de
Brillouin [162].
La description finalement adopte´e par Yost et Cantrell [160], correspond a` la solution de Thurs-
ton et Shapiro (e´quation (4.31)). Elle pre´voit que l’arrive´e d’un train d’ondes a` la surface libre d’un
solide produit un de´placement en forme de rampe. Elle est appuye´e par des re´sultats expe´rimen-
taux obtenus avec un de´tecteur capacitif [162] (couche d’air comprise entre la surface me´tallise´e de
l’e´chantillon et une e´lectrode). Le gradient du de´placement u0 est donne´ par :〈
∂u0
∂a
〉
=
1
4
βLk
2
LA
2, (4.33)
ou` kL = ω/VL le nombre d’onde. L’inte´gration suivant a me`ne a` un de´placement de la surface dont
l’amplitude varie line´airement avec la distance :
u0(a) =
1
4
βk2LA
2a, (4.34)
comme pour la seconde harmonique d’une onde plane, en re´gime monochromatique, dont l’amplitude
est donne´e par :
AII(a) =
1
4
βLk
2
LA
2a, (4.35)
u0 et AII e´tant respectivement les parties statiques et dynamiques du terme non-line´aire cos2ωt =
(1 + cos2ωt)/2.
Le cas d’une impulsion HF pourrait correspondre a` un re´gime transitoire, au cours duquel le
de´placement de l’interface augmente au fur et a` mesure que le train d’ondes la traverse. Pour
obtenir une expression du de´placement de´pendante du temps, Cantrell utilise l’e´quivalence entre
la coordonne´e d’espace et le temps, pour une impulsion de dure´e Θ = L/Vp. Le de´placement qui
accompagne la contrainte de radiation aurait alors l’allure d’une rampe, dont la pente (en fonction
du temps) serait donne´e par : −14βLk2LA2VL. Pour une impulsion de dure´e Θ le maximum du
de´placement prendrait la valeur :
u0 =
1
4
βLk
2
LA
2VLΘ =
1
4
βLk
2
LA
2L, (4.36)
ou` L est alors la longueur correspondant a` la dure´e de l’impulsion, mais pas la longueur de l’e´chan-
tillon. Cette conclusion est quelque peu surprenante puisque que le de´placement statique ne de´pen-
drait plus que de la dure´e de l’impulsion et non de la distance parcourue.
Dans un premier article [162], les auteurs pre´sentent des formes d’ondes assez bruite´es et une
estimation du coefficient de non-line´arite´ de l’e´chantillon de silice sur lequel est monte´ le de´tec-
teur capacitif. Dans le second article [161] des mesures suivant diffe´rentes directions cristallogra-
phiques confirment la de´pendance en fonction du coefficient de non-line´arite´ et donne des valeurs
qui concordent bien avec les publications cite´es. La forme des signaux obtenus n’est pas clairement
une rampe, et comporte parfois des irre´gularite´s dont l’origine est peu claire.
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4.2.3 Dispositif expe´rimental, de´modulation de faibles indices
Nous avons tente´ de mesurer cette composante de basse fre´quence sur des e´chantillons de du-
ralumin et de silice, a` l’aide du dispositif sche´matise´ sur la figure 4.24. Un train d’ondes est e´mis
a` 20 MHz par un transducteur au contact de l’e´chantillon. Le de´placement est mesure´ sur l’autre
face, apre`s un trajet de 5 a` 20 mm. L’amplitude de la composante fondamentale, et e´ventuellement
celle la deuxie`me harmonique, sont mesure´es graˆce a` la large bande du dispositif optique (figure
4.25). Puisqu’on utilise une de´modulation analogique, il n’est pas ne´cessaire d’asservir en phase les
de´clenchements par rapport a` la porteuse. Le dispositif de synchronisation est place´ a` la sortie de
la source, qui fait office de signal d’horloge pour le de´clenchement du cre´neau. On obtient donc un
train d’ondes dont la phase a` l’origine est fixe´e. Cette variante de l’utilisation du boˆıtier de syn-
chronisation permet de re´aliser des moyennes sur le train d’ondes de haute fre´quence en sortie de
de´modulation. Pour obtenir la composante statique du de´placement, la modulation correspondant
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Fig. 4.24 – Dispositif expe´rimental pour la mesure de la contrainte de radiation.
au fondamental (fBragg ± f0) est filtre´e en inse´rant un filtre passe-bande (70 ± 5 MHz) a` l’entre´e
de la de´modulation. L’e´limination des raies late´rales (a` 70 ± 20 MHz) a` l’entre´e permet d’e´viter
d’e´ventuelles non-line´arite´ de l’e´lectronique de de´tection. A la sortie de la de´modulation, un filtre
passe-bas (fc = 5 MHz) e´limine le bruit de haute fre´quence et ame´liore ainsi la sensibilite´ de la
de´tection. La synchronisation assure alors que la moyenne d’un signal de haute fre´quence re´siduel
(train d’ondes du fondamental) ne vienne pas contribuer au de´placement de basse fre´quence mesure´.
La fre´quence de coupure re´sulte d’un compromis : ce filtre doit couper les hautes fre´quences sans
alte´rer le contenu spectral du de´placement statique.
Nous avons compare´ l’effet de diffe´rents filtres analogiques sur la forme et l’amplitude du signal
obtenu (figure 4.26), pour une amplitude du fondamental fixe´e. La forme qui se rapproche le plus
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des signaux de Yost et Cantrell est donne´e par un filtrage a` 260 kHz comme dans la re´fe´rence [162].
Pour une bande passante supe´rieure a` 2 ou 3 MHz, la forme ne change plus, mais l’amplitude varie
naturellement en fonction de l’ordre et de la fre´quence de coupure du filtre. Les temps de retard
diffe`rent pour les meˆmes raisons. Il semble donc que le filtrage passe-bas a` bande trop e´troite puisse
expliquer la forme obtenue par les auteurs pre´ce´demment cite´s.
fe (GHz) 5 1
5 0.7675 75.79
10 0.8348 82.43
30 0.9072 89.58
30 1.0071 99.44
50 1.0428 102.96
Moyenne : 
Sans passe-
bande 10.14 10.25
10.1+/- 0,1 nm
Démodulation numérique :          
déplacement (en nm)
Avec passe-
bande de 65 
à 75 MHz
10.13 9.99
Démodulation 
analogique : 
tension (en volts)
Facteur de 
calibration    
(mV/nm)
Filtres passe-
bas fc (MHz)
Tab. 4.1 – Calibration de la de´modulation sur la surface d’un transducteur centre´ a` 2, 5 MHz :
de´modulations nume´rique et analogique en fonction des diffe´rents filtrages.
La calibration de la de´modulation doit eˆtre effectue´e pour chaque configuration. Le tableau
4.1 pre´sente les facteurs de calibration de la de´modulation obtenus en mesurant le de´placement de
la surface me´tallise´e d’un transducteur. La de´modulation nume´rique sert de re´fe´rence, on ve´rifie
qu’elle n’est pas affecte´e par le filtrage passe-bande de la porteuse. La de´modulation analogique est
teste´e dans les diffe´rentes configurations : pour chaque filtre de sortie, la diminution du signal a`
l’entre´e de l’amplificateur (de sortie) est diffe´rente, ce qui explique les variations observe´es. Dans
la suite les facteurs de calibration approprie´s sont applique´s aux signaux HF et BF.
Cette calibration permet en outre de ve´rifier le ”signe” de la de´modulation analogique, c’est-
a`-dire de s’assurer que l’e´lectronique (l’amplificateur de sortie, le me´langeur ou encore les filtres)
n’inverse pas le signe de la modulation de phase de´tecte´e. La de´tection nume´rique conserve le signe
de la modulation de phase (nume´riquement ve´rifiable), elle peut donc servir de re´fe´rence. Cependant,
ceci n’est valable que pour une sonde donne´e, car suivant le montage optique (cf. note page 119),
la phase de la porteuse peut eˆtre inverse´e22. Pour un montage optique sans inversion de signe, on
s’assure ainsi qu’une modulation de phase positive de la porteuse correspond a` un de´placement
positif. Pour le duralumin, de βL positif, le de´placement est positif : le train d’ondes ”pousse” la
surface vers l’exte´rieur (dans le meˆme sens que la propagation, ou autrement dit, l’e´chantillon se
”dilate”). Le faisceau sonde subit alors une avance de phase qui correspond a` δφ = 2Ku > 0 dans
l’expression de la porteuse : I0sin(ωBt+ δφ).
22Le test infaillible, permettant de de´terminer le ”signe” de l’ensemble de la chaˆıne d’acquisition (mais surtout celui
du montage optique), consiste a` mesurer le de´placement me´canique obtenu par ge´ne´ration thermo-e´lastique (la surface
de l’e´chantillon se de´place vers l’inte´rieur du mate´riau). Cette ve´rification a e´te´ effectue´e, avec l’aide de D. Clorennec,
sur l’ensemble des interfe´rome`tres du laboratoire.
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4.2.4 Signe du de´placement : duralumin et silice
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Fig. 4.27 – De´placement de basse fre´quence mesure´ a` la surface libre des e´chantillons de duralumin
et de silice pour diffe´rentes amplitudes du train d’ondes HF.
Nous pre´sentons, sur la figure 4.27, les signaux obtenus sur la silice et le duralumin. Le train
d’ondes (en bas) est repre´sente´ pour la valeur maximale de son amplitude, la composante de basse
fre´quence est trace´e pour diffe´rentes amplitudes du fondamental (de 0 a` −3 dB). Les amplitudes
sont celles mesure´es directement a` la surface libre (a` diviser par deux pour avoir le de´placement de
l’onde dans le mate´riau). L’inversion du signal (figure 4.27) de basse fre´quence est en accord avec
le fait que les coefficients de non-line´arite´ du duralumin et de la silice sont de signes oppose´s. Elle
confirme l’intervention de ce parame`tre dans l’expression du de´placement statique. Le signal a la
forme d’un rectangle, et reproduit l’enveloppe du train d’ondes e´mis. Les variations d’amplitude
son plus marque´es sur la BF que sur la HF, ce qui semble indiquer une de´pendance quadratique.
Pour la silice, nous utilisons deux transducteurs (fre´quences 19 et 21 MHz, diame`tres 4, 9 et
2, 5 mm), munis de lignes a` retard en silice (respectivement 10 et 20 mm) qui nous ont e´te´s preˆte´s
par le Professeur M. Ourak de l’universite´ de Valenciennes. Pour le duralumin, un transducteur
pie´zo-composite (20 MHz, diame`tre 4, 5 mm, Panametrics, mode`le C208) est colle´ au salol sur une
pie`ce de duralumin. Avec la silice, la surface e´tant transparente, il est indispensable de ”coller” une
feuille Mylar (a` l’eau ou au gel couplant) sur la surface libre de l’e´chantillon pour que le faisceau
laser soit re´fle´chi. Pour s’assurer que la pre´sence de cette feuille n’influe pas sur les mesures, nous
avons compare´, sur du duralumin, les de´placements obtenus directement sur la surface (polie)
re´fle´chissante du me´tal et ceux obtenus lorsque l’on place le mylar : aucune diffe´rence n’apparaˆıt
sur la forme des signaux, mais les amplitudes de la composante BF peuvent diffe´rer de plus de
10%, car le niveau de de´tection change, ce qui ajoute une incertitude importante a` la mesure de la
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composante de basse fre´quence.
4.2.5 De´pendance en fonction de l’amplitude du fondamental
Nous avons ve´rifie´ la de´pendance de l’amplitude du de´placement statique comme le carre´ de
l’amplitude du fondamental. La figure 4.28 illustre ces re´sultats et le tableau 4.2 re´capitule les pentes
des droites obtenues pour diffe´rents transducteurs et diffe´rentes e´paisseurs de silice. Des re´sultats
similaires sont obtenus dans les deux mate´riaux. Pour L = 25 mm, les mesures sont re´alise´es sur le
−9.3 −9.2 −9.1 −9 −8.9 −8.8 −8.7 −8.6
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Fig. 4.28 – De´pendance quadratique du de´placement statique en fonction de l’amplitude du fon-
damental pour 15 mm de duralumin et 20 mm de silice (dure´e d’impulsion de 1 µs).
transducteur de sabot L = 10 mm, sur lequel est colle´ un autre e´chantillon de 15 mm d’e´paisseur.
La pre´sence d’une interface rend donc ces mesures moins fiables.
Distance de 
propagation                              
et fréquence   
du fondamental
L = 10 mm,    
f0 = 18,4 MHz
L = 20 mm,    
f0 = 20,4 MHz
L = 25 mm,    
f0 = 18,4 MHz
Pente de la 
droite 1,8 2,0 2,0
Tab. 4.2 – De´pendance quadratique du de´placement statique en fonction de l’amplitude du fonda-
mental, pour diffe´rentes distances de propagation dans la silice.
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4.2.6 De´pendance en fonction de distance de propagation et de la dure´e du
train d’ondes
Enfin pour tenter de ve´rifier l’expression (4.34) donne´e par Cantrell, on compare les valeurs
expe´rimentales et the´oriques du rapport uBF /u2HF = βLk
2
LL/4. L’amplitude du cre´neau que nous
obtenons est compare´e au maximum de la rampe pre´vue par l’auteur (e´quation 4.36). Cantrell
donne l’expression du de´placement dans le solide. L’amplitude mesure´e avec l’interfe´rome`tre est
celle du de´placement de la surface libre, il faut donc la diviser par deux (coefficient de transmission
solide/vide) pour avoir les valeurs expe´rimentales correspondantes.
0,5 µs 1 µs 1,5 µs Moyenne Valeur théorique
L = 10 mm,         
f0 = 18,4 MHz -4,1.10
6 
-4,0.106 -3,6.106 -3,9.106 -4,0.106 
L = 20 mm,         
f0 = 20,4 MHz -7,9.10
6 
-6,6.106 -6,5.106 -7,0.107 -9,8.106 
L = 25 mm,         
f0 = 18,4 MHz
-3,8.106 -3,1.106 -4,4.106 -3,8.106 -9,9.106 
Durée du train d'ondesDistance de 
propagation et 
fréquence du 
fondamental
Tab. 4.3 – Valeurs expe´rimentales et the´oriques du rapport uBF /u2HF (en m
−1) pour diffe´rentes
distances de propagation, fre´quences, dure´es du train d’ondes.
Les tableaux 4.3 et 4.4 re´capitulent les mesures effectue´es en fonction de la dure´e du train
d’ondes et de l’e´paisseur des e´chantillons. Pour la silice nous utilisons, comme pre´ce´demment les
transducteurs munis d’une ligne a` retard. Pour le duralumin, le transducteur Panametrics a e´te´ colle´
au salol sur quatre ”marches” taille´es dans une meˆme plaque. On rappelle que les deux premie`res
lignes du tableau 4.3 sont les plus fiables. Les valeurs the´oriques et expe´rimentales sont du meˆme
ordre. Aucune de´pendance en fonction de la dure´e du train d’ondes ne peut eˆtre clairement de´gage´e.
Pour la silice, entre 10 et 20 mm le rapport semble bien doubler, ce qui confirmerait le caracte`re
cumulatif du phe´nome`ne. Cependant, la de´pendance en fonction de la distance de propagation n’est
pas confirme´e par les re´sultats dans le duralumin. Dans ce dernier, l’atte´nuation vient diminuer les
effets non-line´aires cumulatifs. On pourrait penser que, d’une manie`re analogue a` la formation de
la pression de radiation dans les fluides, l’atte´nuation peut, au contraire contribuer a` la composante
statique du champ (effet de valeur moyenne non nulle sur une pe´riode). D’apre`s nos observations,
l’atte´nuation tend plutoˆt a` diminuer l’amplitude du de´placement continu. Cela pourrait expliquer
le fait que le rapport des amplitudes (tableau 4.4) varie tre`s peu en fonction de l’e´paisseur de
l’e´chantillon. Par ailleurs, pour les distances de propagation les plus grandes (10 et 20 mm) la
diffraction pourrait eˆtre en cause, puisque la distance de Fresnel est de l’ordre de 10 mm. La
4.2. Contrainte de radiation dans les solides 157
re´partition spatiale du de´placement est difficile a` mesurer et la composante BF du champ ne peut
eˆtre mesure´e que sur une surface de quelques millime`tre carre´s.
théorique
u
 HF (nm) u BF (nm) u BF (nm) expérimental théorique
L = 5 mm      2,15 0,018 0,004 3,8.106 3,5.106 
L = 10 mm  2,72 0,028 0,013 3,9.106 6,9.106 
L = 15 mm 2,18 0,016 0,012 3,4.106 1,0.107 
L = 20 mm 1,85 0,012 0,012 3,5.106 1,4.107 
Distance de 
propagation     
(f0 = 22,5 MHz)
expérimental
Amplitudes
Rapport u
 BF /u HF²
Tab. 4.4 – Valeurs expe´rimentales et the´oriques (e´quation 4.34) des de´placements et du rapport
uBF /u
2
HF (en m
−1) pour diffe´rentes distances de propagations dans le duralumin.
Conclusion
Les diffe´rences de comportement observe´es, par rapport aux re´sultats des autres auteurs, tiennent
peut-eˆtre a` la configuration du montage : nos mesures sont effectue´es localement et le transducteur
peut rayonner en milieu ouvert, alors qu’a` l’inverse chez Yost et Cantrell, le de´tecteur capacitif
et le transducteur qui lui fait face couvrent toute la surface de l’e´chantillon. Quoi qu’il en soit le
de´tecteur capacitif et l’interfe´rome`tre sont aux limites de leur sensibilite´ et il serait aventureux de
pre´tendre pre´senter une re´ponse de´finitive quant a` la de´pendance en fonction de la distance. Les
valeurs du de´placement et du coefficient de non-line´arite´ pre´sente´es par Cantrell semblent assez
cre´dibles. Nos mesure du de´placement BF sont entache´e d’une forte incertitude et ne permettent
pas de calculer une valeur de βL, d’autant plus qu’elle de´pendrait du mode`le adopte´.
Par contre, il nous semble que la forme de l’impulsion que nous obtenons est plus fiable. La
de´pendance du de´placement en fonction du parame`tre de non-line´arite´ et de l’amplitude du fonda-
mental ont e´te´ confirme´es. Pour espe´rer clore les de´bats sur l’expression du de´placement, il serait
probant de comparer les deux techniques sur les meˆmes e´chantillons et dans des conditions d’exci-
tation identiques. Par ailleurs, il semble ne´cessaire d’introduire l’atte´nuation dans le mode`le.
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Conclusion
La comparaison des descriptions formelles de l’acoustique non-line´aire des fluides et des solides
a e´te´ mene´e de manie`re a` permettre une re´solution commune pour les ondes de compression, dans
le cadre de l’approximation quadratique. Il est ainsi possible de distinguer les diffe´rentes origines de
la non-line´arite´ et leurs contributions respectives dans les coefficients des e´quations diffe´rentielles.
La non-line´arite´ du tenseur des de´formations Lagrangien, conjugue´e au changement de coordonne´e
joue un roˆle analogue a` la convection dans les fluides. La contribution dite thermodynamique des
fluides (parame`tre B/A) est analogue a` celle dite physique des solides (constantes e´lastiques du
troisie`me ordre). La re´solution de l’e´quation d’onde quadratique par une me´thode en perturbation
dans le cas de l’interaction d’ondes pose les bases de la me´thode de mesure : l’interaction coline´aire
d’ondes longitudinales de fre´quences tre`s diffe´rentes est analogue a` une modulation de phase de
l’onde de plus basse fre´quence.
La me´thode de mesure de coefficients de non-line´arite´ mise en oeuvre au cours de ce travail
constitue une alternative inte´ressante dans diffe´rents milieux. Pour les mesures dans les solides,
une de´modulation analogique de train d’ondes a e´te´ mise au point, une version nume´rique peut lui
eˆtre substitue´e graˆce a` un dispositif de synchronisation. Il est possible de s’affranchir partiellement
des difficulte´s d’adaptation d’impe´dance graˆce a` un circuit d’e´mission-re´ception fonctionnant par
commutation. Le dispositif expe´rimental de´die´ aux fluides a permis de re´aliser des mesures dans un
me´lange qui ouvrent la voie a l’e´tude de solutions plus complexes.
Enfin, l’e´tude des variations du coefficient de non-line´arite´ des solides (en fonction des sollicita-
tions thermiques ou me´caniques, de la composition, de la densite´ de dislocations) pre´sentera un plus
grand inte´reˆt si elle est corre´le´e avec d’autres indicateurs (me´caniques en particulier ou de nature
microscopique). Les mesures effectue´es sur le verre recuit ou trempe´ n’ont pas montre´ de varia-
tions significatives du coefficient de non-line´arite´, les tempe´ratures utilise´es e´tant trop faibles pour
modifier la micro-structure. Elles seraient suffisantes pour d’autres mate´riaux, comme les alliages
me´talliques, qui ont de´ja` fait l’objet de nombreuses e´tudes.
Enfin, l’e´tude la propagation non-line´aire des ondes de cisaillement dans les gels nous a pousse´
a` nous inte´resser aux de´finitions des modules e´lastiques d’un solide mou. Leur utilisation simplifie
l’e´criture des e´quations diffe´rentielles propres aux ondes de cisaillement. Les principales caracte´-
ristiques (composantes fre´quentielles impaires) de la non-line´arite´ cubique sont illustre´es par ces
expe´riences et concordent bien avec le mode`le nume´rique de l’e´quation de Burgers modifie´e. L’esti-
mation du parame`tre de non-line´arite´ par comparaison avec le mode`le re´alise´e pre´ce´demment [121]
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avec une onde simple choque´e n’a pas pu eˆtre ame´liore´e en utilisant l’interaction de deux com-
posantes fre´quentielles. Cette configuration met en jeu les variations de l’atte´nuation en fonction
de la fre´quence autant que les effets non-line´aires. Pour cette raison l’accord avec le mode`le est
moins satisfaisant. En ondes planes, l’ame´lioration des conditions d’excitation assurerait d’obtenir
une mesure plus pre´cise du coefficient de non-line´arite´. A l’aide d’une source de dimension re´duite,
nous avons observe´ une composante a` la fre´quence double, polarise´e perpendiculairement au fonda-
mental, qui confirme qualitativement les pre´visions d’un mode`le de faisceau gaussien (qui prend en
compte le couplage des polarisations et la diffraction). Le palpeur d’e´lastographie 1D offre quant a`
lui une configuration applicable. Dans le champ proche de cette source, on observe des effets non-
line´aires marque´s, et la` encore des combinaisons de fre´quences paires et impaires, car la de´formation
n’est pas un cisaillement pur. La mode´lisation du rayonnement non-line´aire de cette source semble
difficile, et la mesure des parame`tres non-line´aires d’autant plus, mais des e´tudes comparatives sont
envisageables.
L’e´tude des diffe´rentes de´modulations apporte e´galement une ame´lioration aux mesures optiques
de fortes pressions. Pour les niveaux faibles (une voie) et mode´re´s (deux voies), la version analogique
reste la plus pre´cise. Les techniques nume´riques pre´sentent l’avantage de leur souplesse d’utilisation
(changement de fre´quence de porteuse, de bande passante) et sont plus robustes pour de grands
indices de modulation de phase (fortes pressions). Une meilleure quantification des signaux per-
mettrait d’e´tendre l’utilisation des de´tections nume´riques aux faibles de´placements et d’e´viter les
artefacts qui interviennent lors du de´roulement de la phase. Le roˆle des membranes et de la modu-
lation d’amplitude du faisceau a e´te´ e´tudie´. Une membrane plus fine, plus rigide et dont la tension
soit bien controˆle´e re´duirait ces effets, rendant possible la mesure de pressions plus e´leve´es.
La re´duction de la bande passante de l’interfe´rome`tre ame´liore la sensibilite´ aux tre`s faibles
de´placements. Nous avons ainsi mesure´ la composante de basse fre´quence qui accompagne un train
d’ondes, lorsqu’il traverse une interface. Ce de´placement induit par la contrainte de radiation re-
produit l’enveloppe du train d’ondes de haute fre´quence. Le sens du de´placement de´pend du signe
du parame`tre de non-line´arite´ du milieu, son amplitude croˆıt comme le carre´ de l’amplitude de
l’onde incidente. L’impre´cision des mesures ne permet pas de statuer sur l’expression du de´place-
ment statique (de´pendance en fonction de la distance de propagation) et l’influence de la dure´e de
l’impulsion n’est pas confirme´e. Du fait du nombre re´duit de mode`les disponibles et exploitables,
il ne nous a pas e´te´ possible d’e´tablir une comparaison satisfaisante avec la the´orie. Ne´anmoins ces
mesures confirment partiellement les rares re´sultats expe´rimentaux publie´s (de´pendance en fonction
du signe du parame`tre de non-line´arite´).
Annexe A
Relations entre les mode`les micro- et
macroscopique de l’e´lasticite´
A.1 Lois de comportement des fluides
Pour e´tablir une e´quation de propagation non-line´aires, le choix d’une loi de comportement
est important1. Il existe de nombreuses formes d’e´quation d’e´tat des fluides ; en les de´veloppant
a` l’ordre deux, on trouve par exemple la correspondance entre les gaz et les liquides (parfaits).
L’expression du coefficient de non-line´arite´ a` partir des donne´es thermodynamiques passe par la
correspondance entre les diffe´rentes e´quations d’e´tat. Ces de´veloppements visent e´galement a` mo-
de´liser le comportement des me´langes. Dans le but de calculer le coefficient de non-line´arite´, nous
rappelons dans la section suivante, deux mode`les utilise´s pour les liquides.
Coppens [7] utilise un coefficient de compressibilite´ adiabatique Ks de´pendant de la masse
volumique et de´fini de la manie`re suivante :
1
Ks
= ρ
(
∂p
∂ρ
)
s
=
ρ
ρ0
[
Al +Bl
(
ρ− ρ0
ρ0
)]
. (A.1)
Il regroupe donc les effets line´aires et non-line´aires quadratique et permet une comparaison avec
les donne´es des tables thermodynamiques, qui donnent le plus souvent le coefficient de dilatation
thermique et les compressibilite´s isotherme et adiabatique :
α = −1
ρ
(
∂ρ
∂T
)
p,T=T0
=
1
V
(
∂V
∂T
)
p,T=T0
, (A.2)
KlT = ρ0
(
∂p
∂ρ
)
T,ρ=ρ0
, (A.3)
Kls = ρ0
(
∂p
∂ρ
)
s,ρ=ρ0
= Al = ρ0c
2
0, (A.4)
1Historiquement, la de´finition de la vitesse du son a` partir de la loi isotherme dite de Boyle fut abandonne´e au
profit d’une de´finition, base´e sur une e´quation d’e´tat adiabatique (Laplace 1816) [1], qui pre´dit une ce´le´rite´ en accord
avec l’expe´rience.
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Loi de Ballou
Pour les fluides, Ballou [163] a propose´ une relation empirique selon laquelle :
Bl
Al
∝ 1
c
, (A.5)
soit
Bl
Al
=
(
Bl
Al
)
0
+
d (Bl/Al)
d (1/c)0
(
1
c
− 1
c0
)
, (A.6)
ou l’indice 0 indique les valeurs des constantes a` tempe´rature nulle [164]. Si le coefficient d(Bl/Al)d(1/c)0
est positif, cette relation peut s’interpre´ter de la manie`re suivante : pour obtenir des effets non-
line´aires d’amplitude comparable (variation de vitesse du son βv), plus la raideur d’un mate´riau est
importante plus les niveaux de pression devront eˆtre importants (car le coefficient est plus faible).
Si l’e´tablissement de cette loi repose sur la compilation de re´sultats expe´rimentaux dans les fluides
(eau, alcools, et a` l’origine les me´taux liquides) elle ne semble pas eˆtre ve´rifie´e pour les solides.
Cette relation est e´voque´e par diffe´rents auteurs, soit pour exprimer le coefficient de non-line´arite´
a` partir d’un mode`le microscopique, soit pour confronter le mode`le avec des re´sultats expe´rimentaux.
E´quation de Tait
Pour les liquides l’e´quation de Tait est fre´quemment utilise´e [6]. Elle s’e´crit :
p = P1
(
ρ
ρ0
)µ
− P2,
ou` P1 et P2 sont des parame`tres d’ajustement homoge`nes a` des pressions et µ un exposant. Cette loi
empirique est utilise´e par Wang [1] pour la pression de radiation dans les fluides, par Emery [111]
dans le cas des me´langes et Hartmann e´tabli clairement le lien avec le coefficient B/A qu’il calcule
a` partir des donne´es thermodynamiques.
Hartmann [165] calcule, a` partir de l’e´quation de Tait, donne´e sous la forme (A.7), la ce´le´rite´ et
le coefficient de non-line´arite´ de´finis par l’e´quation adiabatique classique.
dV
dp
= − K1
K2(T ) + P
(A.7)
ou` p et V sont respectivement la pression et le volume spe´cifique.
Les deux termes
(
B
A
)′ et (BA)′′ de l’e´quation (2.1) sont obtenus a` partir des parame`tres de
l’e´quation de Tait, eux meˆme obtenus graˆce a` un ajustement sur les donne´es expe´rimentales pour
diffe´rents alkanes (chaˆınes de 5 a` 16 carbones) en fonction de p,V et T . Ces calculs permettent
d’estimer B/A avec une incertitude de 10%. L’accord est meilleur pour les longues chaˆınes et les
fortes pressions. Les auteurs comparent ces re´sultats avec ceux obtenus d’une manie`re similaire
mais avec une e´quation d’e´tat de la forme pV 5 = T 3/2 − lnV . L’e´quation de Tait conduit a` un
meilleur accord avec les mesures, sauf pour les chaˆınes les plus courtes. L’erreur plus importante
sur la composante
(
B
A
)′′, quelle que soit l’e´quation d’e´tat utilise´e, indique que le principal proble`me
re´side dans le calcul des variations de ce´le´rite´ avec la tempe´rature.
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Par ailleurs, les alkanes conside´re´s dans cette publication ne semblent pas se plier a` la re`gle de
Ballou. Ces re´sultats confirment la ne´cessite´ d’un traitement plus fondamental des interactions qui
de´terminent le comportement macroscopique des liquides. L’e´tablissement d’une loi ge´ne´rale comme
celle de Tait ou de Ballou ignore, comme l’a montre´ Frank [115], la complexite´ des interactions
mole´culaires.
Approche microscopique, constituants en interaction
Les difficulte´s surviennent donc lorsqu’il s’agit de tenir compte d’e´ventuelles interactions entre les
constituants (aussi bien pour un fluide pur que pour un me´lange), elles peuvent modifier les volumes
molaires, les pressions partielles sans forcement modifier la composition par re´action chimique.
Potentiel d’interaction, distribution de paire
L’approche statistique donnant l’expression de l’e´nergie interne d’un mate´riau, utilise une distri-
bution de paires g(r) qui caracte´rise la distance moyenne entre les centres de deux mole´cules. Nous
reprenons ici une pre´sentation simplifie´e de ce type de de´veloppement2. Le nombre de mole´cules
dont le centre se trouve dans une coque sphe´rique comprise entre r et r+ dr, par rapport au centre
d’une mole´cule donne´e est :
N
V
g(r)4pir2dr, (A.8)
ou` N est le nombre moyen de mole´cules contenues dans un volume V . La compressibilite´ isotherme
s’exprime :
kT
N
V
KlT = 1 + 4pi
N
V
∫ ∞
0
[g(r)− 1] r2dr. (A.9)
L’e´nergie d’interaction entre deux mole´cules u(r) peut prendre diffe´rentes formes, la plus courante
e´tant le potentiel de Lennard-Jones. Cette approximation permet notamment d’expliquer l’existence
meˆme des l’e´tats liquide et solides (en pre´sence d’agitation thermique, c’est-a`-dire pour T > 0◦K)
mais e´galement la tension superficielle (tendance des mole´cules a` s’entourer d’un maximum de
voisines, minimisant ainsi la surface expose´e). L’e´nergie d’interaction de n mole´cules est, dans le
cas le plus simple de´compose´e en somme des e´nergies d’interaction de paires, elle s’exprime dans ce
cas par :
U =
3
2
NkT +
N2
2V
∫ ∞
0
u(r)g(r)4pir2dr. (A.10)
La distribution g(r) peut eˆtre obtenue expe´rimentalement par diffusion de rayons X, the´oriquement
a` partir de u(r) ou analytiquement (chimie quantique) dans des cas simples (monoatomique) ou
encore nume´riquement lorsque la taille et la forme des motifs sont complexes (me´thodes Monte-
Carlo). L’e´nergie d’interaction peut ne pas eˆtre isotrope, comme dans le cas de liaisons polaires
(hydroge`ne ou Van der Waals), c’est la cas pour l’eau, ce qui complique l’expression de l’e´nergie.
Le passage a` l’e´chelle macroscopique doit rendre compte de l’isotropie observe´e a` cette e´chelle et
2Encyclope´die Universalis, version e´lectronique
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des proprie´te´s spe´cifique (structure lacunaire de la glace, masse spe´cifique, anomalie du coefficient
de dilatation de l’eau).
Expression des parame`tres macroscopiques c0 et β
Hartmann [164] utilise un potentiel de Mie (A.11) pour exprimer l’e´nergie interne qu’il assimile
a` l’e´nergie d’interaction d’une paire (Il conside`re alors que toutes les paires posse`dent la meˆme
e´nergie d’interaction, ou qu’il existe un potentiel moyen pour une concentration donne´e). Il exprime
le coefficient de non-line´arite´ en fonction des parame`tres de ce potentiel3 :
U =
U0
n−m
[
m
(
r
r0
)−n
− n
(
r
r0
)−m]
(A.11)
U0 est alors la chaleur latente de vaporisation du liquide a` T = 0◦K (plus le potentiel est ”profond”
(U0 grand), plus l’e´nergie ne´cessaire au passage a` l’e´tat gazeux est importante). Les puissances m et
n sont choisies de sorte que la partie re´pulsive soit plus raide (ce qui correspond a` une force re´pulsive
plus forte) et la partie attractive tende vers ze´ro (force nulle a` l’infini). La vitesse du son s’exprime
a` partir de la de´finition (1.20) : c2 = KlsV , les relations (1.27) et (A.3) permettent de l’exprimer
en fonction de la pression. Cette dernie`re e´tablit le lien avec l’e´nergie interne : p = − (∂U∂V )T
(l’introduction de la compressibilite´ isotherme permet le passage a` l’e´nergie interne). Il obtient
finalement :
c2 =
cp
cv
V 2
(
∂2U
∂V 2
)
T
. (A.12)
Il s’agit ici de la ce´le´rite´ effective, qui comprend les variations induites par la non-line´arite´ (la
ce´le´rite´ c0 en est une valeur particulie`re, a` la tempe´rature et a` la pression de l’e´tat de re´fe´rence). Le
choix de l’e´tat de re´fe´rence est primordial, notamment pour la comparaison avec la loi de Ballou.
Pour une syme´trie sphe´rique le volume spe´cifique V et r sont relie´s part :
r
r0
=
(
V
V0
)1/3
,
et (A.12) devient :
c2
U0
=
mncp
9(n−m)cv
[
m
(
V
V0
)n/3
− n
(
V
V0
)m/3]
. (A.13)
En de´veloppant (A.13) autour de V = V0 (V0 est le volume spe´cifique a` T = 0◦K), il vient :
c2
U0
=
RTcp
MU0cv
m+ n+ 1
2
+
mncp
9cv
, (A.14)
ou` M est la masse molaire. En ne´gligeant le premier terme de la partie droite de l’e´quation pre´ce´-
dente (T = 0◦K) :
c20
U0
=
mncp
9cv
. (A.15)
3Il donne aussi l’expression de l’exposant de Rao K, tel que c1/K/ρ = cste (forme alternative de l’e´quation d’e´tat).
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Les variations de ce´le´rite´ sous l’effet d’un changement de volume permettent d’exprimer Bl/Al
en fonction des parame`tres du potentiel d’interaction. A partir des l’e´quations (1.24), (1.20), le
rapport Bl/Al s’e´crit
Bl
Al
=
ρ0
c2
∂
(
c2
)
∂ρ
= 2ρ0
∂ ln c
∂ρ
. (A.16)
Le changement de variable dρ = −ρd lnV (obtenu a` partir de ρ = 1/V ) donne (A.17), en se basant
sur les de´finitions donne´es au paragraphe 1.2.1.
Bl
Al
= −2ρ0
ρ
d ln(c)
d ln(V )
. (A.17)
Hartmann utilise une relation donne´e par Moelwyn-Hughes (voir [164] pour les re´fe´rences) :(
B
A
)′′
/
(
B
A
)′ = 1γ−1 et en de´duit (A.18a). Cette expression repose sur une relation entre les variations
de ce´le´rite´ avec la tempe´rature d’une part et la pression d’autre part. Avec (A.13), il obtient
finalement (A.18b).
Bl
Al
= −2 d ln(c)
d ln(V )
(A.18a)
=
1
3
m(m+ 3)− n(n+ 3) (V/V0)(m−n)/3
(m+ 3)− (n+ 3) (V/V0)(m−n)/3
(A.18b)
A ce stade, Hartmann [164] postule que B/A est proportionnel a` 1/c et calcule la pente de cette
relation. Frank [115], re´sout le couple d’e´quations (A.13) et (A.18) par une me´thode nume´rique
(algorithme de Newton-Raphson4) et compare la courbe Bl/Al = f(10
√
U0cp/cv(1/c)) obtenue
avec la loi line´aire de Ballou. L’accord est satisfaisant pour Bl/Al compris dans l’intervalle [5, 7].
Pour une forme de potentiel donne´e (n=6 et m=9 dans les deux articles cite´s plus haut), on
peut exprimer la variation de volume V/V0 en fonction de c2, U0 et cp/cv en re´solvant l’e´quation
(A.13). Le nombre des solutions varie en fonction des exposants choisis. Certaines d’entre-elles sont
complexes (au regard des valeurs de U0 et c envisage´es), donc irre´alistes.
On notera que dans ce mode`le les variations de pression et de tempe´rature sont toutes deux
prises en compte par l’interme´diaire des variations de volume qu’elles induisent (c = c(V )). Cette
hypothe`se qui implique que les variations de ce´le´rite´ avec la tempe´rature et la pression sont relie´es
est mise en de´faut par les re´sultats expe´rimentaux. Les hypothe`ses ne´cessaires a` l’expression du
coefficient de non-line´arite´ en fonction des exposants du potentiel d’interaction sont donc assez
fortes (tempe´rature nulle, expression de toutes les variations de ce´le´rite´ en fonction du volume). Il
nous semble optimiste d’espe´rer aboutir a` une description fide`le du passage micro-macro sans faire
intervenir le caracte`re statistique des proprie´te´s macroscopiques.
A.2 Approche microscopique de l’e´lasticite´ des solides
Dans le de´veloppement de la me´canique, la modification de la loi de Hooke s’est impose´e pour
rendre compte du comportement re´el (observe´) des mate´riaux. Des explications plus fondamen-
4voir http://rfv.insa-lyon.fr/~jolion/ANUM/node11.html,
ou http://lumimath.univ-mrs.fr/~jlm/cours/analnum/node19.html
166 Annexe A. Relations entre les mode`les micro et macro de l’e´lasticite´
tales de cette re´ponse macroscopique se de´veloppent pourtant paralle`lement, de`s le XIXe`me sie`cle,
avec les travaux de Cauchy, base´s sur un mode`le discret bien adapte´ aux cristaux. La comparaison
des ces mode`les avec la description en constantes e´lastiques de la me´canique des milieux continus
(identification des de´veloppement de l’e´nergie e´lastique) suscite de nombreux travaux. Ces re´sultats
the´oriques e´tablissent l’e´quivalence de ces deux approches et pre´cisent l’application des conside´-
rations de syme´trie [166], [167]. Depuis, des mode´lisations (rendues possibles par les progre`s de
l’informatique) ont permis d’obtenir les valeurs des constantes e´lastiques a` partir des potentiels
inter-atomiques5.
C’est au cours du XIXe`me sie`cle que les concepts de contraintes et de de´formations du mode`le
continu sont repris a` l’aide de mode`les microscopiques [169] (Navier (1827), Cauchy (1827,1828),
Born et von Karman (1912-1913)). La principale diffe´rence entre ces manie`res de calculer l’e´nergie
e´lastique, re´side dans le choix de la variable qui de´crit les de´formations : les dimensions inter-
atomiques (la distance entre deux points du re´seau cristallin) permettent de calculer la variation
d’e´nergie de la liaison (ou celle d’un volume de matie`re) graˆce au potentiel d’interaction. Dans
l’approximation line´aire, les noeuds du re´seau s’e´cartent peu de leur position d’e´quilibre et ce
potentiel peut eˆtre assimile´ a` une parabole (la relation contrainte-de´formation est alors line´aire).
Pour des de´formations d’amplitude finie cette hypothe`se ne tient plus et, suivant la nature du
solide (solide ionique, me´taux), les valeurs diffe´rentes des exposants du potentiel interviendront
dans l’expression de l’e´nergie de de´formation.
L’e´nergie du solide re´sulte de la somme sur l’ensemble des couples de particules, de l’e´nergie
d’interactions (a` deux corps) d’une force centrale. Born et Huang (1954) ge´ne´ralisent ces re´sultats et
calculent l’e´nergie d’un re´seau toujours a` partir d’interaction de type force centrale mais prennent
en compte des interactions avec les seconds et troisie`mes voisins. Pour comparer les parame`tres du
mode`le microscopique avec les constantes e´lastiques on utilise la me´thode des grandes longueurs
d’onde (la distance entre les particules est remplace´e par un champ continu de de´placement)6.
Ces de´veloppements sont relie´s avec les diffe´rents syste`mes de constantes (Wallace [170], Birch
[171]) et doivent e´galement ve´rifier des conditions d’invariance par rotation et translation. Keating
[172] revient sur les travaux de Born et expose l’application des conditions d’invariance a` l’e´nergie
et le calcul des constantes e´lastiques. Il calcule des valeurs des constantes du deuxie`me ordre tre`s
proches des valeurs expe´rimentales. Il semble ne´cessaire de prendre en compte les deuxie`mes voisins
(au moins) pour obtenir des re´sultats corrects. Pour ne plus se restreindre au premiers voisins il faut
introduire de nouvelles constantes de force dont il discute le lien avec les constantes e´lastiques. Les
conditions de stabilite´ donnent des relations entre les constantes e´lastiques (relations de Cauchy),
5La de´finition des constantes e´lastiques repose sur l’hypothe`se de continuum, qui fut oppose´e a` la vision atomiste
de la matie`re. Il s’agit d’une question d’e´chelle, le traitement microscopique s’impose pour des syste`mes de petite
taille et la me´canique des milieux continus est un outil efficace pour de´crire le comportement e´lastique a` l’e´chelle
macroscopique. On retrouve cette proble´matique dans des travaux portant sur les verres et les amorphes, qui sou-
le`vent la question de la validite´ de l’hypothe`se de continuum. Tanguy [168] s’y inte´resse dans le cas des verres ; des
simulations nume´riques lui permettent de calculer l’e´chelle a` partir de laquelle il est possible de de´finir des parame`tres
macroscopiques (les constantes e´lastiques ne doivent pas de´pendre de la taille du domaine de calcul).
6Cette me´thode est a` rapprocher de l’exemple pe´dagogique d’une chaˆıne de masses et de ressorts.
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qui ont parfois e´te´ mises en de´faut par les re´sultats expe´rimentaux (notamment parce qu’elles
s’appuient sur l’hypothe`se d’un potentiel harmonique).
L’anharmonicite´ des cristaux explique certaines proprie´te´s thermodynamiques et partiellement
les proprie´te´s e´lastiques (travaux de Born et Von Karman au de´but du sie`cle). Un potentiel d’in-
teraction non quadratique correspondrait a` la non-line´arite´ e´lastique.
L’exemple suivant [171], de calcul de l’e´nergie libre en fonction des exposants du potentiel
d’interaction, illustre la me´thode par laquelle les de´veloppements de l’e´nergie e´lastique peuvent eˆtre
identifie´s. Birch trouve une relation analogue a` celle obtenue par Hartman dans un fluide puisqu’il
se place dans le cas d’une pression hydrostatique. Le module d’incompressibilite´ s’exprime :
K = −V0
(
∂P
∂V
)
T
(A.19)
et ses variations en fonction de la pression :(
∂K
∂P
)
P=0
= 1− 2 (3C111 + C123 + 6C112)
(C11 + 2C12)
= V0
(
∂2F
∂V 2
)
(A.20)
ou F est l’e´nergie libre de Helmholtz qui s’exprime en fonction du potentiel d’interaction. Pour deux
particules isole´es un potentiel de Mie donne :(
∂K
∂P
)
P=0
=
m+ n+ 9
3
=⇒ 2 (3C111 + C123 + 6C112)
(C11 + 2C12)
= −3− m+ n
2
(A.21)
Toujours pour une pression hydrostatique, comme pre´ce´demment, la distance relative peut eˆtre ex-
prime´e en fonction de la de´formation : r0/r = (V0/V )1/3 =
√
1− 2 = (1−2S)−1/2 ( la de´formation
d’Euler et S celle de Lagrange). L’e´nergie libre devient :
ρ0F = A
[
1
m
(r0
r
)m − 1
n
(r0
r
)n]
(A.22)
= cste+A
(
(n−m)
2
2!
− [(n− 2)(n− 4)− (m− 2)(m− 4)] 
3
3!
+ ...
)
(A.23)
Une combinaison de constantes e´lastique permet donc d’acce´der a` la somme des exposants
(n+m), l’auteur montre que leurs valeurs sont en ge´ne´ral plus faibles que celles commune´ment
admises (6 et 9 ou 6 et 12 pour Lennard-Jones). Pour m=2 et n=4, on retrouve un potentiel
parabolique (A.24a), et pour m=2 et n=6 une relation cubique en  (A.24b).
ρ0F = cste+A
2 (A.24a)
ρ0F = cste+A
′2
(
1− 2
3

)
(A.24b)
Ces re´sultats ne sont rigoureusement valable qu’a` T = 0◦K.
Ces mode`les permettent de calculer les modules e´lastiques a` partir du potentiel d’interaction.
Re´ciproquement, les mesures de constantes e´lastiques sont utilise´es comme parame`tres d’entre´e
de simulation nume´riques (mode´lisation a` l’e´chelle me´soscopique) ou pour ve´rifier la validite´ des
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re´sultats qu’elles fournissent7. Hiki et Granato [173] comparent les mesures de constantes e´lastiques
du deuxie`me et troisie`me ordre avec un potentiel de Born-Mayer (V (r) = Ae−B

r
r0
−1

dans le cas
des me´taux Ag, Cu et Au. Seuls les plus proches voisin sont pris en compte, le cas des me´taux
est en effet bien plus complexe (d’autant plus pour T 6= 0)car les potentiels d’interaction doivent
prendre en compte les e´lectrons des couches externes (le cas des me´taux alkalins est distinct de celui
des me´taux nobles). Ils estiment ainsi l’ordre de grandeur des constantes e´lastiques du quatrie`me
ordre. Blackman [174] e´tablit cette correspondance, toujours pour un cristal cubique (centre´ ou
faces centre´es), avec un potentiel Coulombien.
Mentionnons e´galement la relation entre les coefficients de Gru¨neisen et les constantes e´lastiques,
donne´e par diffe´rents auteurs [175], [176], (ces coefficients sont introduits lorsqu’on conside`re un
potentiel anharmonique). Ces coefficients traduisent la de´pendance des fre´quences de vibration du
re´seau cristallin en fonction des de´formations. Il sont de´finis [175], (et de manie`re analogue pour les
ondes de surface [177]) comme suit pour une onde de vecteur k :
γij(k) = −ω−1k
∂ωk
∂ij
∣∣∣∣
ij=0
, (A.25)
ou ij est la de´formation homoge`ne. L’identification avec les constantes e´lastiques fait appel au lien
entre les vitesse naturelles (de´finies pour les expe´riences d’acousto-e´lasticite´) et les fre´quences des
modes [176], [178].
La relation entre les fonctions thermodynamiques U et F donnent alors les relations suivantes
entre les constantes e´lastiques isotherme et adiabatiques d’un cristal cubique [178](en notation de
Voigt) :
Cs11 − CT11 = Cs12 − CT12 =
γ2TCv
V0
, (A.26a)
Cs44 = C
T
44, (A.26b)
ou` γ est le parame`tre de Gru¨neisen donne´ par (A.27).
γ =
V0αKT
Cv
=
V0
T
(
∂2F
∂T∂V
)
/
(
∂2F
∂T 2
)
, (A.27)
ou` α est le coefficient d’expansion thermique, KT le module d’e´lasticite´ volumique, et V0 le volume
molaire.
La diffe´rence entre les constantes adiabatiques et isothermes caracte´rise la dissipation de l’e´ner-
gie me´canique. Elle est donc lie´e a` l’e´volution des fre´quences du re´seau (phonons thermiques).
L’approximation harmonique ne rend pas compte des variations de fre´quence de ces modes avec la
tempe´rature, l’approximation quasi-harmonique ne donne pas une de´pendance explicite mais elle
intervient a` travers les variations des dimensions du re´seau (cette hypothe`se est proche de celle for-
mule´e par Hartman dans les fluides). Cain [67] calcule ce coefficient dans des alliages Cu-Al, pour
7Ce type de calcul s’inte´resse le plus souvent aux proprie´te´s e´lectriques des mate´riaux (substrats destine´s a` la
microe´lectronique) qu’aux proprie´te´s me´caniques.
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diffe´rentes proportions des constituants, a` partir de mesures de constantes e´lastiques du troisie`me
ordre, il en de´duit leur e´volution en fonction de la tempe´rature.
Les calculs de constantes e´lastiques (du second ordre) e´voque´s dans ce qui pre´ce`de reposent sur
l’effet moyen, a` l’e´chelle me´so- ou macroscopique d’un potentiel d’interaction non-harmonique. La
non-line´arite´ de la relation contrainte-de´formation est donc attribue´e a` la nature des constituants
et de leurs interactions (choix d’un potentiel). En aucun cas il n’est fait e´tat des inhomoge´ne´ite´s de
la structure microscopique : de la pre´sence de de´fauts (du re´seau) ou d’impurete´s, des conditions
d’e´laboration particulie`res (contraintes re´siduelles) ou encore du caracte`re amorphe. Aussi, existe-
t-il une litte´rature abondante concernant l’effet des dislocations sur le comportement me´canique.
Comme dans le cas des joints de grains ou des micro-fissures ces effets peuvent e´galement de´terminer
la re´ponse non-line´aire du milieu (voir les mode`le de non-line´arite´ ”non-classique” rappele´s dans
l’annexe B).
Les de´veloppements plus re´cents du formalisme discret [169] permettent de de´crire l’e´tat de
re´fe´rence du mate´riau, qu’on ignore la plupart du temps en me´canique des milieux continus. Les
effets du mouvement des dislocations, ou des re´arrangements internes sont contenus dans l’e´nergie
de l’e´tat de re´fe´rence (ordre ze´ro du de´veloppement de l’e´nergie interne). Cet aspect est important
pour tous les mate´riaux, mais plus particulie`rement pour les amorphes dont l’e´tat de re´fe´rence
(obtenu par trempe le plus souvent) de´termine les proprie´te´s me´caniques telles que la durete´ ou la
fragilite´. Nous aurons l’occasion de l’e´voquer au sujet des gels, dont la re´ponse a` des de´formations
de cisaillement est de´termine´e par les tensions internes entre les chaˆınes qui apparaissent au cours
de la prise [169](p.72 et parties II et III).
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Le de´veloppement depuis le de´but du XXe`me de mode`les, inspire´s de la dynamique des re´seaux
cristallins, de´crivant la micro-structure de milieux complexes (gels, amorphes, polyme`res) a donne´
lieu a` nombre de travaux prestigieux (Flory, De Gennes). Nous reprenons la pre´sentation donne´e
par Mase [125], qui se re´fe`re aux travaux de Mooney et Rivlin.
L’approche expose´e dans l’article de Mooney [102] (et reprise par [125]) repose sur des conside´-
rations thermodynamiques et statistiques. A partir de l’e´nergie libre (A.28), on cherche a` exprimer
l’effet des changements de configuration sur les forces d’interaction. On pourra ainsi exprimer le
module de cisaillement en fonction des parame`tres de la distribution des chaˆınes (dans d’autres
mode`les, plus adapte´s aux polyme`res lie´s de manie`re covalente, les modules e´lastiques sont propor-
tionnels au nombre de liaisons par unite´ de volume).
F = E + ST, (A.28)
avec E l’e´nergie interne, T la tempe´rature et S l’entropie. La force cre´e par l’e´tirement d’une chaˆıne
de longueur L s’exprime par :
f =
∂F
∂L
∣∣∣∣
T,V
=
∂E
∂L
− T ∂S
∂L
, (A.29)
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Dans un solide cristallin le deuxie`me terme de l’expression (A.29) est nul car les positions relatives
des diffe´rents constituants restent inchange´es. Pour un caoutchouc, c’est le premier terme qu’on
ne´glige, on conside`re alors que la de´formation ne modifie pas l’e´nergie interne (ou plutoˆt que les
variations d’entropie sont pre´ponde´rantes). L’allongement des chaˆınes, en re´duisant le nombre de
configurations possibles se traduit par une diminution de l’entropie. L’entropie Sm s’exprime a` partir
de la probabilite´ d’une fin de chaˆıne de se trouver dans un e´le´ment de volume donne´, autrement dit
elle de´pend de la distance moyenne entre les deux extre´mite´s, caracte´ristique de la conformation :
Sm = S0 + k ln(P (r)). (A.30)
La probabilite´ pour que la fin d’une chaˆıne se trouve dans un volume dV repe´re´ par sa position r
est donne´e par :
P (r)dr =
e−(d/r)2
(
√
pid)3
dr, (A.31)
ou d est un parame`tre de la distribution qui s’exprime en fonction de la longueur (individuelle) l
des n segments de la chaine :
d =
√
2n
3
l. (A.32)
Finalement, la force de traction d’une chaˆıne simple est donne´e par
f =
2kT
d2
r2. (A.33)
La travail re´sultant de la force de re´action des chaˆınes lors d’une e´longation triaxiale (λ1,2,3) s’obtient
par sommation des travaux de (A.33) sur les trois directions d’une part, puis sur l’ensemble des N
chaˆınes d’autre part.
W =
V µ
2
[
λ21 + λ
2
2 + λ
2
3 − 3
]
, (A.34)
cette relation travail-e´longation de´finit le module de cisaillement µ qui s’exprime a` partir des ca-
racte´ristiques de la distribution des chaˆınes :
µ = NkT
〈
r2
〉
i
〈r2〉0
avec N =
n
V
, (A.35)
ou`
〈
r2
〉
i
= nl2 est la distance moyenne se´parant les extre´mite´s d’une chaˆıne place´e dans un ensemble
de N chaˆınes ; l’indice ze´ro indiquant la distance moyenne pour une chaˆıne seule (le milieu est
suppose´ isotrope).
Pour une e´longation uni-axiale λ1 = λ (qu’on ne confondra pas avec la constante de Lame´), on
aura λ1 = λ et λ2 = λ3 = 1/
√
λ. L’incompressibilite´ du milieu se traduit par la relation : λ1λ2λ3 = 1
et le travail des chaˆınes s’e´crit alors :
W =
V µ
2
[
λ2 +
2
λ
− 3
]
. (A.36)
Cette forme de la relation e´nergie-de´formation de´finit les mate´riaux ne´o-hookeen. On retrouvera
un re´sultat identique par l’approche ”classique” du paragraphe suivant, ou` µ est de´finit comme
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un module a priori, sans prendre en compte l’origine microscopique de l’e´lasticite´ de cisaillement.
L’e´nergie de de´formation est alors donne´e par un de´veloppement en fonction d’un tenseur des
de´formations. :
W = −pδij + µBij . (A.37)
L’approche microscopique et statistique rend possible un rapprochement entre les diffe´rents
types de mate´riaux amorphes, principalement les gels et les verres. Alexander [169] de´veloppe cette
hypothe`se et attribue aux tensions internes de l’e´tat de repos (re´fe´rence) les proprie´te´s spe´cifiques
de ces mate´riaux. L’e´lasticite´ transverse de ces milieux serait notamment due a` la pre´sence de ces
contraintes8. Cependant les nature des constituants et de leurs liaisons sont tre`s diffe´rentes, et la
comparaison des rapports des modules d’e´lasticite´ transverse et longitudinal des gels et des verres ne
va pas dans le sens de cette analogie. La prise en compte formelle de ces spe´cificite´s dans les mode`les
microscopiques est donc de´licate (seules les expe´riences nume´riques semblent pouvoir e´clairer ces
questions).
Pour conclure, l’adoption d’un mode`le macroscopique, comme celui des constantes e´lastiques,
qui rende compte de la non-line´arite´ (on pourrait aussi e´voquer les phe´nome`nes de relaxation
dans les gels), sans faire intervenir son origine microscopique est la seule solution envisageable pour
e´tablir une e´quation de propagation (pour les ondes e´lastiques). Cependant, avec ce type de mode`le,
certains comportements comme le coefficient de non-line´arite´ ne´gatif de la silice, sont difficiles a`
interpre´ter physiquement (dans le sens ou` ils vont a` l’encontre de ”l’intuition macroscopique” : une
compression uniaxiale s’accompagne d’une diminution de la rigidite´).
A.4 Mode`le de Mooney-Rivlin
Nous avons e´tabli au premier chapitre le de´veloppement de l’e´nergie interne d’un solide, soumis
a` des de´formations, en fonction des invariants du tenseur des de´formations Lagrangien. Le tenseur
choisi pour repre´senter les de´formations est le tenseur des de´formations de Cauchy-Green (a` gauche),
note´ B, qui s’exprime en fonction du gradient des transformations F et de son inverse. On le
de´signe e´galement comme le tenseur des de´formations a` gauche. Il s’agit de l’inverse du tenseurs
des dilatations de Cauchy c. L’e´quation (A.39) rappelle les de´finitions des tenseurs des de´formations
de Cauchy-Green (a` gauche) B, des dilatations de Green (ou de´formation Cauchy-Green (a` droite))
C, et des dilatations de Cauchy c (voir e´galement au paragraphe 1.3.1.1). B s’applique donc a` des
vecteurs de l’e´tat actuel et permet d’exprimer le passage d’Euler vers Lagrange du produit scalaire
de deux de ces e´le´ments de longueur. A l’inverse du tenseur c, B re´sulte d’une contraction qui n’est
pas analogue a` un produit de matrice usuel (ligne de F par les colonnes de F T ). Ces diffe´rences ont
8Bien d’autres comportements sont encore mal explique´s : dans le cas de la silice ou des verres, on attribue aux
phonons transverses l’origine des comportement ”exotiques” tels que les coefficients de dilatation thermique ne´gatif ou
la pente ne´gative du coefficient de compressibilite´ avec la pression [179], [180], [181]. D’autres auteurs [182] e´voquent le
caracte`re me´ta-stable des groupes Si−O4 dans l’e´tat vitreux. Le caracte`re amorphe et l’ordre a` moyenne distance des
mate´riaux vitreux semble pouvoir expliquer certaines de ces proprie´te´s. On notera cependant que certaines anomalies
de comportements (coefficient de poisson ne´gatif) sont e´galement observe´es dans certaines silices cristallines.
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pour origine la de´composition du tenseur des transformations F , de deux manie`res e´quivalentes, en
un tenseur de rotation pure R et un tenseur des e´longations a` droite U ou a` gauche V :
F = R · U = V ·R. (A.38)
U et V ont les meˆme valeurs propres : les allongements principaux λi, mais pas les meˆmes vecteurs
propres (relie´s par la rotation R).
Bij = Fik Fjk = FF
T = V 2 tel que : B dX · dX′ = dx · dx′ (A.39a)
Cij = Fki Fkj = F
T
F = U2 tel que : dx · dx′ = dX · C dX′ (A.39b)
cij = fki fkj = (F−1)TF−1 tel que : dX · dX′ = dx · c dx′. (A.39c)
Mooney postule que l’e´nergie de de´formationW peut eˆtre de´veloppe´e en fonctions des invariants
de ce tenseur :
IB = Bii, (A.40a)
IIB =
1
2
(BiiBjj −BijBij) , (A.40b)
IIIB = Det(Bij), (A.40c)
soit :
W =W (IB, IIB, IIIB). (A.41)
On se limite a` partir de cette forme a` un milieu initialement isotrope. L’incompressibilite´,
ou d’une manie`re plus ge´ne´rale, tout comportement spe´cifique d’un mate´riau, se traduit par des
relations impose´es aux composantes du tenseur des de´formations : certaines combinaisons de de´-
formations sont ”interdites”. Le cas incompressible se traduit par la relation Det(Fij) = 1, ou par
IIIC =
(
ρ0
ρ
)2
= 1, ou encore par la meˆme condition portant sur B. Comme le montre Mase, le cas
d’un comportement spe´cifique ou de la pre´sence de contraintes internes, peut eˆtre traite´ de manie`re
plus ge´ne´rale9.
Le tenseur des contraintes de Cauchy s’exprime alors comme la somme de ces tensions internes
et des contraintes exte´rieures :
Tij = −pδij + T ′ij , (A.42)
ou p re´sulte des contraintes internes (qui n’effectuent aucun travail) et T
′
ij repre´sente les forces
exte´rieures applique´es :
T ′ij = Fik
∂W
∂Fjk
. (A.43)
Pour un milieu incompressible, tel que W (IB, IIB), on obtient, en exprimant les invariants en
fonction des gradients des de´formations :
T ′ij = −IIB
∂W
∂IIB
+
∂W
∂IB
Bij +
∂W
∂IIB
B−1ij , (A.44)
9Cela revient a` trouver une fonction Φ (Fij) qui exprime l’interde´pendance des composantes du tenseur Fij .
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et Tij = −p′δij + ∂W
∂IB
Bij +
∂W
∂IIB
cij , (A.45)
ou p
′
re´unit les contraintes internes de l’e´tat initial et la part des contraintes externes qui sont
assimilables a` une pression hydrostatique.
A ce stade, les de´rive´es de l’e´nergie de de´formation par rapport aux invariants du tenseur B
peuvent eˆtre identifie´es a` des re´sultats expe´rimentaux donnant la relation contrainte-de´formation.
Cependant aucune forme explicite de l’e´nergie n’a e´te´ choisie ou ne de´coule de ces calculs. Rivlin
postule une forme ge´ne´rale qui de´finit des constantes Gαβ de la manie`re suivante :
W =
∑
α,β
Gαβ(IB − 3)α(IIB − 3)β (A.46)
Ce polynoˆme sera de´veloppe´ a` l’ordre approprie´, de´pendant du mate´riau e´tudie´. Les constantes qu’il
de´finit n’ont pas le sens physique des modules e´lastiques de´finis par le de´veloppement classique.
Dans les cas simples on peut ne´anmoins e´tablir une correspondance. Un mate´riau ne´o-Hookeen, par
exemple, correspond au cas α = 1 et β = 0, la seule constante G10, de´finie parW = G10(IB−3), est
identique au module de cisaillement µ. Le mode`le de Mooney-Rivlin comporte alors deux termes
(α, β ∈ [0, 1], α 6= β) et de´crit les milieux incompressibles et isotropes. L’e´nergie de de´formation
s’e´crit :
W = G10(IB − 3) +G01(IIB − 3) (A.47)
Pour une de´formation uniaxiale on retrouve (a` condition de se placer dans l’hypothe`se de petites
de´formations) le module d’Young : E = 6(G10 + G01) et le module de cisaillement d’un milieu
incompressible (de coefficient de Poisson ν = 0, 5) : µ = E/3 = 2(G10 + G01). La prise en compte
de l’amplitude finie des de´formations ne´cessite un de´veloppement a` un ordre plus e´leve´ ; a` partir de
la` il devient impossible d’identifier les Gαβ aux constantes e´lastiques ou aux modules de Landau et
de Murnaghan.
Le mode`le de Mooney-Rivlin fournit une solution exacte au proble`me de la de´formation d’un
objet soumis a` une contrainte uniaxiale et permet de remonter au module de cisaillement. La
mode´lisation de la propagation d’onde n’est pas envisage´e avec ce type de´veloppement.
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Annexe B
Non-line´arite´ non classique
La non-line´arite´ classique est pertinente pour des solides cristallins ide´aux ou des mate´riaux
parfaitement homoge`nes. Qu’en est-il lorsque le cristal comporte des de´fauts (lacunes, disloca-
tions [32], [183], [184], impurete´s) ou que le solide comporte des micro-fissures, des inhomoge´ne´ite´s
de composition, des contraintes re´siduelles. Les me´thodes acoustiques, meˆme si elles reposent sur
un formalisme qui ne tient pas forcement compte de toutes ces subtilite´s, sont capables de de´tecter
certaines de ces de´gradations. Il est de´licat d’obtenir, a` partir d’une approche microscopique, une
description simple de la propagation des ondes. Il sera donc difficile, avec des mesures ultrasonores
de remonter aux caracte´ristiques microscopiques. C’est pourquoi les analyses les plus re´centes mo-
de´lisent un mate´riau complexe a` l’aide de petites unite´s dont la re´ponse est caracte´rise´e par une loi
phe´nome´nologique plus complexe.
Dans le cas des solides polycristallins, pour des longueurs d’onde tre`s grandes devant la taille
des constituants l’hypothe`se du continuum reste satisfaite, mais les mesures acoustiques sont in-
fluence´es par l’effet moyen des grains, de leur jonction et de leur composition. La valeur moyenne
des parame`tres e´lastiques est de´termine´e par la composition du milieu mais aussi par les parame`tres
correspondant a` des e´chelles interme´diaires.
Des mesures de non-line´arite´ effectue´es sur les roches [35], [185], [81], [186], [82] montrent l’effet
des fractures ou de la composition (saturation en eau), ou de la structure de grains (ces mode`le plutoˆt
phe´nome´nologique ne permettent pas de distinguer les diffe´rentes origines). Les effets non-line´aires
sont bien plus important que ce que le mode`le classique pourrait pre´voir (il faudrait conside´rer des
coefficients de non-line´arite´ de l’ordre de 103). Les lois de comportements choisies par Gusev [89],
Ostrovsky [83], Ulrich [81] permettent d’interpre´ter les re´sultats expe´rimentaux. La contrainte peut
par exemple eˆtre e´crite sous la forme [187] :
T =
∫
K (, ˙) d, (B.1)
ou`  est le tenseur des de´formations, dans l’approximation du second ordre : ij = 12
(
∂ui
∂xj
+ ∂uj∂xi
)
(premier ordre des tenseurs note´s s et S au premier chapitre). Le module non-line´aire et hyste´re´tique
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K est pris sous la forme :
K (, ˙) = K0
(
1− β− δ2 − α [∆+ (t)sign(˙)] + ...) (B.2)
K0 est le module line´aire,
∆ = (max − min) /2, l’amplitude de la de´formation sur la pe´riode pre´ce´dente (pour une sinu-
so¨ıde)
β et δ les parame`tres non-line´aires du de´veloppement de la relation classique.
α de´termine l’importance de l’hyste´resis.
L’hyste´re´sis seule ne donne pas lieu a` ge´ne´ration de seconde harmonique mais la troisie`me
harmonique est proportionnelle au carre´ de l’amplitude de l’excitation, ce qui ne s’accorde pas avec
les solutions du mode`le classique (dans lequel u2ω ∝ u2ω et u3ω ∝ u3ω). Il en est de meˆme pour
les amplitudes des composantes aux fre´quences combinaisons line´aires des fre´quences des ondes
primaires : les ondes aux fre´quences somme et diffe´rence se ne sont pas modifie´es uω1±ω2 ∝ βuω1uω2
mais les combinaison provenant de la non-line´arite´ cubique le sont : uω1±2ω2 ∝ αuω1uω2 (au lieu de
uω1±2ω2 ∝ f(β, δ)uω1u2ω2).
Les expe´riences mene´es sur les roches ou des composites consistent principalement en l’e´tude des
re´sonances basse fre´quence de barres ou de plaques. Les non-line´arite´s induisent une de´pendance de
la position du pic de re´sonance en fonction de l’amplitude de l’excitation (sche´matiquement pour
un mode d’e´paisseur d’une plaque, fr = VL/2d varie si VL de´pend de l’amplitude) et mettent en
e´vidence des effets d’atte´nuation non-line´aire (atte´nuation proportionnelle a` l’amplitude de l’ex-
citation). Seules les non-line´arite´s dites non-classiques peuvent donner des de´calage en fre´quence
significatifs. Aussi ces me´thodes ne permettent-elles pas de mesurer les parame`tres β et δ. Par
contre, elles mettent en e´vidence l’effet de me´moire du mate´riau vis-a`-vis des sollicitations. La
technique NWMS (Nonlinear Wave Modulation Spectroscopy) permet notamment de montrer une
augmentation des parame`tres non-line´aires dans les zones ou les fissures sont les plus nombreuses.
Le mode`le de l’espace Preisach-Mayergoitz (PM) a permis l’imple´mentation de codes de calculs
sur la base de ces lois de comportement a` seuil qui tiennent compte du comportement des joints
de grains ( [83], [188], [189]). Les grains sont assimile´s a` un re´seau de ressorts e´lastiques et leurs
jonctions constituent des unite´s me´soscopique hyste´re´tiques (HMU) qui se comportent rigidement ou
e´lastiquement suivant la force a` laquelle elles sont soumises (pressions d’ouverture et de fermeture).
Ce mode`le permet de de´crire les effets de dynamique lente (recouvrement de l’e´tat initial en log(t))
observe´s dans les expe´riences dynamiques ou quasi-statiques. Ce type de comportement est observe´
dans de nombreux mate´riaux (roche, be´tons, verres fissure´s). Les auteurs pre´cisent bien que cette
approche ne repose pas sur des arguments physiques (ou des proprie´te´s re´elles de mate´riaux) mais
qu’elle offre la possibilite´ de caracte´riser diffe´rents mate´riaux.
Enfin on mentionnera un dernier effet re´cemment mis en e´vidence par Zaitsev, Gusev et Casta-
gne`de [91]. Des modulations non-line´aires sont observe´es pour un me´lange de deux ondes porteuse
de fre´quences proches dont l’une est module´e en amplitude. Leurs observations ne semblent pas
pouvoir eˆtre explique´e par les mode`les mentionne´ ci-dessus puisque les bandes late´rales ne croissent
pas line´airement avec les amplitudes des deux faisceaux.
Annexe C
E´lectronique
C.1 Circuits d’e´mission-re´ception
Circulateur bi-directionnel
Le montage sche´matise´ sur la figureC.1 est bien adapte´ aux mesures en re´gime harmonique,
dans les fluides. Avec une e´mission-re´ception continue, seul un circulateur permet de d’adapter
correctement les impe´dances. Le circulateur permet e´galement d’utiliser des trains d’ondes (tant
que les niveau d’excitation sont infe´rieurs a` 10 Volts).
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Fig. C.1 – Dispositif de mesure du coefficient de non-line´arite´ des fluides, avec une porteuse har-
monique. L’e´mission-re´ception est assure´e par un circulateur.
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Le sche´ma d’utilisation de la jonction hybride a` quatre acce`s (parfois nomme´e T-magique !) est
pre´sente´ ci-dessous. Son fonctionnement utilise les interfe´rences entre les signaux re´fle´chis par les
terminaisons. Lorsque les acce`s sont adapte´s la jonction est e´quivalente a` un circulateur, dont les
entre´es/sorties sont isole´es deux a` deux (dispositif d’e´mission-re´ception)1. En adaptant l’impe´dance
de l’acce`s C, l’onde provenant de A est inte´gralement transmise en C et celle provenant de C est
inte´gralement transmise en B. Les impe´dances de charge (en C) et de compensation (en D) sont
ajuste´es pour une fre´quence donne´e, et les re´gimes transitoires (comme les bords d’un train d’onde)
sont fortement re´fle´chis.
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Fig. C.2 – Fonctionnement en e´mission-re´ception de la jonction hybride.
Commutateurs
Un montage expe´rimental utilisant des des trains d’onde de porteuse, adapte´ aux mesures dans
les solides est sche´matise´ sur la figure C.3. L’e´mission-re´ception est assure´e par un circulateur ou
par des commutateurs. La commutation des lignes a` retard de calibration peut eˆtre commande´e
pas le port paralle`le d’un ordinateur.
Les diffe´rents montages utilisant des commutateurs ne´cessitent un ou deux composants. Chaque
boˆıtier (DIP16) contient quatre interrupteurs de type NC (normaly closed) ou NO (normaly open)
suivant qu’il sont ”passant” ou non, pour un signal de commande a` l’e´tat ze´ro. Les dure´es de
commutation sont de l’ordre de 10 ns. Le signal de commande est une ”porte” (cre´neau de 0 a`
2,4 V), obtenue par division du signal utilise´ pour faire le train d’ondes HF (voir figure C.3). Ce
signal (de quelques microsecondes de dure´e) subit un retard moins important que le signal de haute
fre´quence avant d’atteindre l’entre´e de l’interrupteur. La fin du train d’onde est donc le´ge`rement
tronque´e par l’ouverture de la ligne d’e´mission ce qui explique le re´gime transitoire observe´ a` la fin
de l’e´mission. Ces signaux, qui imposent une limite supe´rieure au temps de vol, ne durent qu’environ
0,5µs.
1Les isolateurs reposent sur le meˆme principe et permettent d’e´viter que les retours provenant de la charge viennent
perturber la source.
C.1. Circuits d’e´mission-re´ception 179
 


	

 


	

Emission-réception
Démodulation
analogique 
(train d’ondes)



















 
 












































 ﬀ
ﬁﬂ

ﬃ









 






HF
L
Solide
BF
 !"
#$ !"
 


	

















%
ﬁ
ﬀ
&
'

 (






)









*






 





)



 








*
+





 ,
ﬁ

ﬁ
Fig. C.3 – Dispositif de mesure du coefficient de non-line´arite´ des solides, avec de´modulation
analogique des trains d’ondes porteurs.
Le montage en T pre´sente l’avantage d’ame´liorer l’isolation entre les diffe´rents acce`s. Sur la ligne
d’e´mission (figure C.4), par exemple, l’interrupteur branche´ a` la masse doit s’ouvrir avant que les
deux autres ne se ferment. La diffe´rence entre les commutateurs NC et NO (temps de monte´e et de
descente diffe´rents) re´alise cette association sans avoir a` retarder les signaux de commande.
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C.2 Caracte´ristiques des me´langeurs analogiques
Une de´modulation analogique (que la porteuse soit harmonique ou en train d’ondes), ne´cessite
une calibration du me´langeur, comme celle de la figure C.6 (tant que les modulations de phase
sont petites (< 1 rad) on n’utilise qu’une voie). En re´gime harmonique il est possible de calibrer
la de´tection ”une fois pour toute”, si les niveaux des deux signaux (RF et LO) sont maintenus
constants. On utilise pour cela un controˆle automatique de gain.
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
0
0.05
0.1
0.15
0.2
0.25
0.3
0.35
0.4
0.45
Amplitude crete−crete sur l’entrée RF (V)
Fa
ct
eu
r d
e 
ca
lib
ra
tio
n 
(V
/ra
d)
(a) Re´ponse comple`te avec saturation.
0  0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
0
0.05
0.1
0.15
0.2
0.25
0.3
0.35
Amplitude crête−crête sur l’entrée RF (V)
Fa
ct
eu
r d
e 
ca
lib
ra
tio
n 
(V
/ra
d)
 
régression linéaire : S = 0.219×ARF + 0.003
(b) Plage de fonctionnement line´aire.
Fig. C.6 – Calibration du me´langeur analogique en fonction du niveau sur l’entre´e RF (le niveau
constant sur l’entre´e LO est e´gal a` 2, 8 Vcc).
Pour des trains d’ondes ce n’est plus possible, il est alors ne´cessaire de calibrer le dispositif
pour chaque mesure, c’est-a`-dire pour chaque niveau de l’e´cho acoustique qui de´pend de la distance
de propagation (atte´nuation, diffraction), de l’adaptation d’impe´dance... On pourrait envisager de
saturer et d’e´creˆter le signal de porteuse (amplificateur + limiteur) mais pour une mesure pre´cise,
cette solution n’est pas adapte´e.
Les composants proviennent de chez ”Minicircuits” : diviseur ZFSC-2-4, me´langeur ZFM-3. Le
niveau sur l’entre´e LO est maintenu constant (1.44 Volts). Des me´langeurs supportant de plus fort
niveau (13 et 6 dBm) ont aussi e´te´ utilise´s. Le gain d’amplitude est appre´ciable (le facteur de
calibration est presque double´), mais le bruit augmente e´galement en raison de l’amplification plus
importante.
Le dispositif de calibration automatique est repre´sente´ sur la figure C.7, les diffe´rentes lignes
a` retard sont commute´es par des paires d’interrupteurs et sont intercale´es successivement dans la
ligne LO. Le niveau e´tant sature´ sur cette entre´e, on peut ainsi s’affranchir des petites variations
de niveau produites par le passage d’une ligne a` l’autre. Cette option pre´sente l’inconve´nient de ne
plus permettre une ve´rification rapide du signe de la de´tection (pour la de´termination du signe de
β), il faut pour cela ajouter un de´phasage (un retard) sur la ligne RF.
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Fig. C.7 – Dispositif de calibration automatise´ de la de´modulation analogique des trains d’ondes
module´s en phase.
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La tension de commande est constante au cours de chaque e´tape de calibration (contrairement
au cas de l’e´mission-re´ception). Pour mesurer la modulation de phase, seul le trajet direct L0 est
a` l’e´tat ferme´. Le temps de monte´e de la commutation est ici sans incidence (contrairement au
cas de l’e´mission-re´ception) puisque la calibration est effectue´e par e´tapes (pour chaque ligne a`
retard), avant chaque mesure. Les interrupteurs peuvent dont eˆtre actionne´s par le port paralle`le
d’un ordinateur qui comporte 8 lignes a` 0 ou 5V. Le temps de re´ponse de cette commande est
assez rapide. L’ensemble de l’acquisition (calibration, acquisition et de´modulation) peut alors eˆtre
synchronise´e sous Matlab.
Il faut au pre´alable, comme pour la version ”manuelle”, de´terminer les diffe´rents retards. L’ana-
lyseur de re´seau permet de caracte´riser l’ensemble du circuit, c’est-a`-dire de mesurer les retards de
phase induit par les 4 voies. Cette calibration est effectue´e une fois pour toute, sur une large bande
de fre´quence (quelle que soit la fre´quence de fonctionnement).
C.3 Filtres analogiques pour l’interfe´rome`tre
Le montage optique a` double he´te´rodynage permet d’augmenter la bande passante mais il pre´-
sente l’inconve´nient de donner naissance a` des faisceaux parasites plus importants (avec le simple
he´te´rodynage, les chemins des faisceaux sonde et re´fe´rence sont mieux se´pare´s). Les raies a` 70 MHz
et a` 210 MHz sont ne´gligeables (< −60 dB) mais une composante a` 280 MHz doit eˆtre supprime´e.
Il a donc e´te´ ne´cessaire de re´aliser un filtre passe-bas [104] qu’on intercale entre la sortie de la
photodiode et l’oscilloscope. Le choix du type de filtre, de l’ordre de sa fonction de transfert, de
la fre´quence de coupure est re´alise´ graˆce a` un petit logiciel DOS ”filter” (on trouve de nombreuse
applications de ce genre sur la toile). Nous avons opte´ pour le sche´ma repre´sente´ sur la figure
C.9, les valeurs des composants sont petites et il a e´te´ ne´cessaire de fabriquer les inductances. Les
valeurs re´elles des composants sont indique´es entre parenthe`ses sous celles recommande´es par le
programme. La re´ponse en fre´quence calcule´e par le programme est trace´e sur la figure C.10. On
reporte e´galement sur cette figure la re´ponse re´elle obtenu avec l’analyseur de re´seaux (celle qui
comporte un rebond).
Pour les mesures de la contrainte de radiation, il a e´te´ ne´cessaire de re´duire la bande passante
lors de l’acquisition de la porteuse a` l’aide d’un filtre passe-bande (figures C.11 et C.12). Pour
extraire seulement les composantes de basse fre´quence de la modulation de phase, on limite la
bande passante a` 10 MHz, soit 5 MHz de part et d’autre de la porteuse (70 MHz). On rejette ainsi
les raies late´rales produites par la porteuse du train d’onde acoustique (70± 20 MHz). Le filtre est
place´ entre la sortie de la photodiode et l’entre´e de la de´modulation analogique.
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Filtre de Chebyshev, caractéristiques :   - Ordre 11
- Fréquence de coupure 230MHz
- Rebonds dans la bande passante 0,5%
- Impédances d’entrée et de sortie 50Ω
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Fig. C.9 – Filtre passe-bas a` 230 MHz pour la sonde interfe´rome´trique a` double he´te´rodynage
                     

 

 
	
 

 

 

 

 

 
 
 
Fréquence (MHz)
M
od
u
le
 
(dB
)
Expérimental
Théorique
Fig. C.10 – Re´ponse en fre´quence du filtre passe-bas a` 230 MHz
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                     Filtre de Butterworth d ’ordre 3
7,5 pF 0,8 µH
50 Ω 50 Ω640 pF 8.1 nH
7,5 pF0,8 µH
Fig. C.11 – Filtre passe-bande (65-75 MHz) pour la mesure de la pression de radiation a` l’aide de
la sonde interfe´rome´trique.
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Fig. C.12 – Re´ponse fre´quentielle du filtre passe-bande (65-75MHz).
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Annexe D
Diffraction d’une source plane
En un point repe´re´ par ses coordonne´es (r,θ,z), ou` la direction z est l’axe de syme´trie de la
source, la vitesse de de´placement est donne´e, par la convolution de la re´ponse impulsionnelle de
diffraction et de la vitesse de de´placement de la source [97], [36] :
φ(r, θ, z, t) = v(z = 0, t)⊗ h(r, θ, z), (D.1)
avec v = −~∇φ. Dans le cas d’ouvertures circulaires ou carre´es, les re´ponses impulsionnelles h(r, θ, z),
sont obtenues par une me´thode ge´ome´trique.
z
r/RBF
RBF
r/RHF
φ
émetteur récepteur
Fig. D.1 – Calcul de la re´ponse impulsionnelle de diffraction
L’e´valuation nume´rique de la fonction h et du produit de convolution se fait par exemple sous
Matlab. On peut calculer la forme d’onde rec¸ue sur un disque plan paralle`le a` la source (plus
exactement suivant un rayon (φ(r, t)). En sommant ces contributions on obtient une approximation
de la forme du signal rec¸ue sur le transducteur HF (la zone d’interaction est limite´e par le faisceau
HF). La sommation n’est pas effectue´e sur le disque entier. On peut aussi calculer le champ de
vitesse de basse fre´quence (par de´rivation nume´rique).
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(a) Transducteur plan circulaire
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Fig. D.2 – Potentiel (ou de´placement) le long de l’axe de propagation z, en moyenne sur le rayon
du re´cepteur
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Fig. D.3 – Potentiel (ou de´placement) suivant le rayon r en z = 15mm
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Fig. D.4 – Potentiel (ou de´placement) suivant le rayon r en z = 30mm
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Nous avons compare´ les ouvertures circulaires et carre´es pour e´valuer l’influence de la ge´ome´trie
de la source sur les ondes de bord. En effet, des trains d’ondes HF de courte dure´e sont ne´cessaires
lorsque l’e´paisseur des e´chantillons est petite. Dans ce cas, la longueur de la queue du signal empeˆche
le repe´rage du ze´ro de phase. On remarque que pour l’ouverture carre´e la ”re´plique” inverse´e du
signal est plus e´tale´e dans le temps et son amplitude plus faible. Rien de surprenant a` cela car
la syme´trie de la source e´tant moindre, la sommation des contributions est plus faible. La source
circulaire pre´sente la re´ponse la plus courte, mais les ondes de bord les plus intenses.
Les parame`tres d’entre´e sont : fBF = 2, 25 MHz, VL = 5980 m/s, RHF = 3, 15 mm et RBF =
9, 8 mm pour le rayon de l’ouverture circulaire ou le coˆte´ de l’ouverture carre´e. Les signaux pourront
eˆtre ainsi compare´s avec ceux obtenus dans le cas de la silice1 (chapitre 2, § 2.2.2).
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Fig. D.5 – Transducteur carre´, signaux en fonction du rayon du re´cepteur r et signal moyen, en
z = 30mm
On trace les re´ponses en de´placement et en vitesse en fonction des variables sans dimension
suivantes :
– la distance le long de l’axe de propagation, normalise´e par rapport au rayon de la surface
e´mettrice du capteur BF. Les valeurs z/RBF = 1, 5 et 3 correspondent respectivement a`
z = 15 et 30 mm.
– le temps est normalise´e par rapport a` la pe´riode de l’impulsion e´mise,
– la distance suivant le rayon de la surface re´ceptrice est normalise´ par rapport au rayon du
capteur HF. En prenant la moyenne des signaux entre 0 et r/RHF = 1, on obtient un signal
comparable a` celui enregistre´ par le transducteur HF lors des expe´riences (§ 2.2.2).
1La comparaison avec le duralumin donne des re´sultats e´quivalents.
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Fig. D.6 – Transducteur circulaire, signaux moyenne´s sur le rayon du transducteur, en fonction de
z
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Fig. D.7 – Transducteur carre´, signaux moyenne´s sur le rayon du transducteur, en fonction de z.
Annexe E
Mode`le unidimensionnel de
transducteur pie´zoe´lectrique
Nous avons exploite´ un mode`le unidimensionnel de transducteur mono-e´le´ment [100](voir l’exer-
cice 6.1 p. 40) pour optimiser les performances de transducteurs plans a` deux couches : milieu arrie`re
d’impe´dance Z1 et pastille pie´zoe´lectrique d’impe´dance Zp, rigidement lie´e au milieu de propagation
d’impe´dance Z2. Dans chaque couche, les e´quations sont re´solues en re´gime monochromatique. La
re´ponse e´lectro-me´canique du capteur peut alors eˆtre mise sous la forme d’un syste`me matriciel de
dimension 3 (mode`le de circuit e´quivalent a` trois acce`s : deux acce`s acoustiques, les deux faces de
la lame pie´zoe´lectrique, et un acce`s e´lectrique : tension U et courant I aux bornes du mate´riau pie´-
zoe´lectrique). L’inversion du syste`me matriciel conduit a` l’expression de la vitesse de de´placement
v a` l’interface lame pie´zoe´lectrique/milieu de propagation :
v(f) =
hC0/A(iZ1 − Zp tan θ)
(Z1 + Z2)Zp
(
cotan2θ − K22θ
)
+ i
(
Z1Z2 + Z2p − K2θ Z2p tan θ
)U(f), (E.1)
A est la surface du capteur, h = e/s le rapport du coefficient pie´zoe´lectrique et de la permittivite´,
C0 = sA/d la capacite´ statique de la lame pie´zoe´lectrique. d est l’e´paisseur de la lame, K2 =
e2/sρpV
2
p est le coefficient de couplage e´lectrome´canique.
La re´ponse en fre´quence du transducteur s’exprime en fonction de trois variables sans dimen-
sions :
– les rapports des impe´dances me´caniques r1 = Z1/Zp et r2 = Z2/Zp,
– la fre´quence normalise´e θ = kd2 =
pi
2
f
fp
par la fre´quence de re´sonance de la pastille pie´zoe´lec-
trique libre fp = Vp/2d.
Les spectres de la vitesse et du de´placement s’e´crivent alors respectivement :
v(f) = HvU(f) et u(f) = HuU(f). (E.2)
La re´ponse fre´quentielle en vitesse est de la forme :
Hv(θ) =
e
Zpd
H(r1, r2, f/fp), (E.3)
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avec
H(θ) =
r1 + i tan θ
1 + r1r2 − K2 tan θθ + i (r1 + r2)
(
K2
2θ − 1tan 2θ
) , (E.4)
Le cas d’e´cole tel que r1 = r2 = 1 (adaptation ide´ale de toutes les impe´dances) et f = fp
(fre´quence de re´sonance), conduit a` :
H(θ) =
1
1 + 2iK2pi
. (E.5)
Lorsque K2 est petit devant 1, Hv ≈ 1. La vitesse des particules est alors donne´e par le coefficient
v0 = e/Zpd en m/s.V . Pour une ce´ramique PZT-5A (avec d = 0, 67 mm, soit fp = 3 MHz), il vient
v0 = 10−3m/s.V soit une vitesse particulaire de 10cm/s pour une tension de 100V. La vitesse de
de´placement est dont d’autant plus grande que l’impe´dance du mate´riau pie´zoe´lectrique est faible
(inte´reˆt des pie´zo-composites) et que l’e´paisseur de la pastille est faible (haute fre´quence).
Pour obtenir la re´ponse fre´quentielle en de´placement, il suffit de diviser E.3 par iω (re´gime
harmonique) :
Hu(θ) =
e
ZpVp
H(θ)
2iθ
. (E.6)
Dans les meˆmes conditions que pre´ce´demment (r1 = r2 = 1 et f = fp), l’amplitude du de´placement
me´canique est de l’ordre de u0 = e/ZpVp = 0, 053 nm/V, soit 5, 3 nm pour une tension harmonique
d’amplitude 100V.
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Fig. E.1 – Re´ponse en fre´quence d’un transducteur en fonction du rapport des impe´dance r1 =
Z1/Zp (milieu arrie`re/lame pie´zoe´lectrique), pour r2 = 1.
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Toujours en re´gime harmonique, cette re´ponse fre´quentielle fournit la puissance moyenne e´mise
par le transducteur :
〈P 〉 = K2C0fp r2 |H(f)|2 |U |2 . (E.7)
Elle est proportionnelle au carre´ du coefficient de couplage e´lectrome´canique et a` la capacite´ statique
de la pastille. On peut augmenter sa valeur en augmentant la surface du capteur mais la diminution
de son impe´dance e´lectrique rend difficile l’adaptation.
En re´gime harmonique, l’amplitude de la vitesse de de´placement est donne´e par l’expression
E.1. En re´gime impulsionnel :
v(t) =
e
Zpd
h(t)⊗ U(t). (E.8)
ou` h(t) est la re´ponse impulsionnelle en vitesse, c’est-a`-dire la transforme´e de fourrier de H(θ). On
aura par ailleurs h(t) = fphn(fpt) ou` hn est la re´ponse impulsionnelle normalise´e (sans dimension)
de la variable sans dimension fpt.
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Fig. E.2 – Re´ponses fre´quentielle et impulsionnelle pour diffe´rentes valeurs de r1
Le calcul de la fonction H(θ) est effectue´ sous Matlab pour traiter le cas du re´gime impulsionnel.
Dans notre exemple, les parame`tres de la pastille pie´zoe´lectrique sont fixe´s et l’on fait varier les
rapports d’impe´dance pour choisir le milieu arrie`re en fonction du mate´riau e´tudie´.
La re´ponse en fre´quence peut-eˆtre calcule´e sur un domaine de fre´quence plus large que [0; 2fp],
cela permet d’augmenter la fre´quence d’e´chantillonnage des re´ponses impulsionnelles. On ve´rifie sur
la figures E.2a la quasi-pe´riodicite´ de ce spectre (pe´riode 2fp). L’amplitude de H n’est pas de l’ordre
de l’unite´ comme dans l’application nume´rique pre´sente´e plus haut, en effet les caracte´ristiques
choisies pour cette exemples sont r2 = 0, 5, e = 23 C/m2, Vp = 4350 m/s, ρp = 7750 kg/m3,
d = 0, 6710−3 m, et K2 = 0, 25.
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La re´ponse impulsionnelle calcule´e a` partir de ces spectres a une forme assez diffe´rente de la
re´ponse attendue du transducteur. Elle comporte en effet des composantes de plus haute fre´quence
(figure E.2b).
Le ge´ne´rateur (Sofranel-Panametrics 5077PR) de´livre des impulsions (cre´neaux) de dure´e re´-
glable. Le signal d’excitation du transducteur est mesure´ en situation de fonctionnement graˆce a`
un ”T” et sur une entre´e de haute impe´dance. On mesure ainsi le signal re´ellement applique aux
bornes de la pastille pie´zoe´lectrique. Pour calculer le de´placement ou la vitesse cre´e par le capteur,
on utilisera ces signaux re´els plutoˆt qu’un signal synthe´tise´ nume´riquement.
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Fig. E.3 – Impulsion e´lectrique de´livre´e au transducteur et spectre de ces signaux pour deux re´glages
de la dure´e de l’impulsion.
Un exemple d’impulsion e´lectrique est repre´sente´e sur la figure E.3. La convolution de ce signal
(apre`s normalisation) avec la fonction de transfert e´lectro-me´canique donne la forme du de´placement
ge´ne´re´ dans le duralumin (figure E.4).
Pour un transducteur donne´, nous avons e´value´ l’effet de la dure´e de l’impulsion sur amplitude,
la fre´quence centrale et la largeur a` mi-hauteur (du spectre) de la vitesse de de´placement. La figure
E.5 re´sume ces re´sultats et illustre le compromis qu’il est ne´cessaire de trouver.
Diffe´rents transducteurs ont e´te´s re´alise´s au laboratoire. Les pastilles circulaires sont colle´es
sur le milieu arrie`re avec une re´sine e´poxy conductrice a` l’argent. Le connecteur est fixe´ sur le
milieu arrie`re qui constitue alors l’e´lectrode interne. Le cylindre ainsi re´alise´ est inse´re´ dans une
couronne cylindrique isolante. Une lame adaptatrice en duralumin vient recouvrir l’ensemble et
re´alise l’e´lectrode externe, relie´e a` la masse. Pour re´duire les e´chos sur le fond du milieu arrie`re,
celui-ci est rendu diffusant.
L’e´tain, le fer (fonte) et le laiton ont e´te´ envisage´s pour re´aliser le milieu arrie`re. Pour une
ce´ramique de type PZT-5A ils correspondent respectivement a` r1 = 0, 81, 1, 11 et 1, 35.
La figure E.6 repre´sente ces diffe´rents cas, l’e´tain donne la forme d’onde la plus courte et
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(b) Pour une impulsion centre´e a` 3,5MHz
Fig. E.4 – Vitesse de de´placement obtenue par convolution de la re´ponse impulsionnelle par le
signal d’excitation e´lectrique pour diffe´rentes valeurs de r1
l’amplitude et le´ge`rement plus e´leve´e. Ces trois mate´riaux en dehors de leur impe´dance me´canique,
pre´sentent une forte atte´nuation qui contribue re´duit les e´chos de fond. Avec un ”backing” en e´tain
et le duralumin comme milieu de propagation, les valeurs d’entre´e sont : r2 = 0, 56, r1 = 0, 78,
e = 20 C/m2,  = 7, 2.10−9 F/m, Vp = 4000 m/s, ρp = 7500 kg/m3, d = 0, 80 mm, a = 8, 28 mm,
et K2 = 0, 5. Dans ce cas, avec un milieu arrie`re en e´tain, et pour une impulsion e´lectrique de 400V,
le mode`le pre´voit une vitesse de de´placement de 0,48 m/s (max(|H|)× e/(Zpd)× U(V olt)).
Les releve´es optiques (figures E.7) de vitesse de de´placement sont re´alise´s a` la surface d’une
plaque de duralumin de 7 mm d’e´paisseur a` laquelle un transducteur est colle´ au ”salol”. La forme
d’onde et l’amplitude donne´s par le mode`le concordent bien (figures E.4 et E.7d). La donne´e ap-
proximative de l’amplitude est certainement due a` l’e´valuation des parame`tres pie´zoe´lectriques et
au fait qu’on ne´glige l’atte´nuation et les couches de colles. Nous comparons un des transducteurs
re´alise´s au laboratoire avec des capteurs du commerce.
L’impe´dance e´lectrique en re´flection peut eˆtre mesure´e graˆce a` un analyseur de re´seaux. Ce der-
nier permet de visualiser et d’acque´rir les parties re´elles et imaginaires des impe´dances e´lectriques,
mais aussi le module, la phase et le retard de groupe du coefficient de re´flection e´lectrique (impe´-
dance vue par le ge´ne´rateur). Les mesures peuvent eˆtre re´alise´es entre chaque e´tape du processus
de fabrication et de ve´rifier la qualite´ des collages ou de l’isolation.
Enfin, le rendement de la transmission peut eˆtre ame´liore´ en ajoutant un boˆıtier d’adaptation
e´lectrique qui rame`ne a` 50 Ohm l’impe´dance vue de la source (l’adaptation peut aussi eˆtre directe-
ment fixe´e sur le milieu arrie`re, ceci pre´sente l’avantage de re´duire les longueurs de caˆbles mais est
difficile pour des transducteurs de haute fre´quence. La capacite´ statique de la lame pie´zoe´lectrique
est compense´e par une inductance et une re´sistance permet d’ajuster l’impe´dance a` 50 Ohms.
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Fig. E.5 – Fre´quence centrale, largeur a` mi-hauteur, et maximum de la vitesse de de´placement
obtenue par convolution de la re´ponse impulsionnelle, pour r1 = 0, 8
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Fig. E.6 – Vitesse de de´placement obtenue par convolution de la re´ponse impulsionnelle par le
signal d’excitation e´lectrique pour diffe´rentes valeurs de r1
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Ce´le´rite´ (longi.) Densite´ Impe´dance Permittivite´ Coefficient Coefficient
Ce´ramique longitudinale me´canique pie´zoe´lectrique de Couplage
VL (m/s) ρ (kg/m3) Z (MRa) S (F/m) e33 (C/m2) K2
P160 4165 7500 31,2 7,7 21 0,49
P189 4646 7650 35,5 5,91 20,3 0,46
PZT-5A 4000 7500 30 7,2 20 0,46
Tab. E.1 – Caracte´ristiques de quelques mate´riaux pie´zoe´lectriques (mode d’e´paisseur).
Mate´riau Ce´le´rite´ (longi.) Densite´ Impe´dance
VL (m/s) ρ (kg/m3) Z (MRa)
Duralumin 6380 2300 14,8
Cuivre 5010 8930 44,6
Plomb 2200 11200 24,6
Laiton 4700 8640 40,6
Indium 2560 7300 18,7
Zinc 4200 7000 29,6
Titane 6100 4480 27.3
Etain 3300 7300 24.2
Fer (fonte) 4600 7220 33.2
Acier 5900 7800 46
Tab. E.2 – Caracte´ristiques me´caniques de quelques mate´riaux (milieu arrie`re des transducteurs).
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(a) Transducteur X, fre´quence centrale 2.5 MHz,
diame`tre 25 mm
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(b) Transducteur X, fre´quence centrale 2.5 MHz,
diame`tre 30 mm
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Fig. E.7 – Comparaison de diffe´rents transducteurs (fabricant X, Y et LOA) pour les meˆmes
conditions d’excitation.
Annexe F
Diffraction et polarisations transverses
Re´sultats du mode`le de faisceau Gaussien
La diffraction d’une onde transverse en re´gime non-line´aire pourrait produire [43], une deuxie`me
harmonique transverse de polarisation perpendiculaire a` celle du fondamental. Ce re´sultat est obtenu
pour des faisceaux d’ouverture Gaussienne. L’apparition de cette composante re´sulte de la prise en
compte de la diffraction du fondamental (non-uniformite´ de vx dans le plan de la source), qui
implique la pre´sence des termes non-line´aires ”croise´s” qui couplent les deux polarisations (dans
cette analyse l’e´ventuelle composante longitudinale est ne´glige´e de`s le de´part).
La solution de l’e´quation 3.46 (reprise de la re´fe´rence [43]) est mise sous la forme suivante :
u = u1 exp iωt+ u2 exp i2ωt+ u3 exp i3ωt (F.1)
Les amplitudes complexes du fondamental et de la troisie`me harmonique, toutes deux polarise´es
suivant x et se propageant dans la direction z, sont trouve´es sous la forme :
u1 =
ika20u0
2z + ika20
exp
(
− ik(x
2 + y2)
2z + ika20
)
(F.2a)
u3 =
iFω4ka40u
3
0z
2V 6T ρ0(2z + ika
2
0)2
exp
(
−3ik(x
2 + y2)
2z + ika20
)
(F.2b)
Pour la deuxie`me harmonique polarise´e transversalement la solution v, telle que u2 = ∂v∂y est
donne´e sous la forme d’une inte´grale :
v =
∫ z
0
w(z, z′)dz′, (F.3)
avec :
w(z, z′) =
Λk2a60(z
′ + ika20)z′
(2z′ + ika20)(4z(z′2 + k2a40)− 3k2a40z′ + ika20(4z′ + k2a40))
exp
(
− 4ik(x
2 + y2)(z′2 + k2a40)
4z(z′2 + k2a40)− 3k2a40z′ + ika20(4z′ + k2a40)
)
, (F.4)
200 Annexe F. Diffraction et polarisations transverses
ou` Λ = i(µ+A/4)Fω
5u40
2ρ20V
9
T
La re´solution s’appuie sur une approximation de faible non-line´arite´, ces re´sultats ne sont donc
plus valables au dela` de la distance de choc.
Mate´riau f0 (Hz) u0 (m) λ (m) a0 (m) ρ0 (kg/m3) µ (Pa) A (Pa) βT
Cuivre 500.106 1.10−9 0,3 6.10−3 8590 80.9.109 1588.109 18,5
Gel 100 0.001 0,016 4.10−2 1100 2800 101000 5,5
Tab. F.1 – Parame`tres de calcul : [121] pour le gel, [178] pour le cuivre (e´galement [73] et [173]
pour d’autres solides).
Ces expressions peuvent eˆtre e´value´ nume´riquement en fonction de x, y et z pour estimer
l’amplitude des diffe´rentes composantes fre´quentielles et leur distribution spatiale. Pour l’inte´gration
de w une simple sommation nume´rique est re´alise´e. Les parame`tres d’entre´e du calcul sont donne´es
dans le tableau F.1 :
– Parame`tres du milieu : masse volumique ρ0, modules e´lastiques : µ, A, βT
– Caracte´ristiques de la source : fre´quence f0, amplitude u0 et le rayon a0 de la source, qui est
de l’ordre de 2λ dans un gel (comme dans l’expe´rience) et de l’ordre de 100λ pour le cuivre
(pour comparer avec la re´fe´rence).
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Fig. F.1 – Amplitudes des harmoniques en fonction de la distance pre`s de l’axe de la source (x = 0
et y = 2, 2 mm).
Le calcul des amplitudes dans le cas d’un solide ”dur” peut eˆtre compare´ a` l’ordre de grandeur
donne´ dans la re´fe´rence (dans le cas de l’aluminium). Avec les donne´es nume´riques du tableau
F.1, en z = 50 mm, on obtient les valeurs suivantes des rapports d’amplitude : u1/u0 = 0.99,
u3/u0 = 0.16 et u2/u0 = 0.009 (et v/u0 = 1, 6.10−5). Cette estimation est bien supe´rieure a` celle
de la re´fe´rences : u2/u0 ≈ 10−5 (sans qu’aucun de´tail ne soit donne´ quant a` la valeur des constante
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ou la me´thode de calcul). Par contre, dans le cas des gels les effets non-line´aires sur les ondes de
cisaillement sont plus importants.
La figure F.2 montre le profil des diffe´rentes composantes dans un plan paralle`le a` la source a`
10mm de cette dernie`re. Pour obtenir u2 plutoˆt que le ”potentiel” v dont il de´rive, on diffe´rencie,
suivant y, le re´sultat de l’inte´gration nume´rique (v(x, y, z)).
La figure F.1 montre l’e´volution des composantes, sur l’axe de la source, en fonction de la distance
de propagation (on se place le´ge`rement hors d’axe pour y, de manie`re a` ce que u2 ne soit pas nul). La
distance de choc est d’environ 7 mm : au dela`, la solution n’est plus valable (la troisie`me harmonique
croˆıt line´airement avec z). La simple multiplication par un facteur d’atte´nuation exponentiel (F.1b)
donne une allure plus re´aliste au re´sultat, mais n’est pas fonde´e sur une re´solution rigoureuse de
l’e´quation d’onde (avec prise en compte de l’atte´nuation).
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Fig. F.2 – Profils d’amplitude des harmoniques dans un plan (x, y), paralle`le a` la source en z = 10
mm.
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Composantes transverses avec la grande plaque
Pour observer la composante du champ vy, il faut placer la barrette perpendiculairement a` l’axe
y (figure 3.9). L’expe´rience re´sume´e par les figures F.4 et F.5 est re´alise´e avec les deux positions
donnant les composantes du de´placement polarise´es dans le plan (x, y) (perpendiculaire a` l’axe de
propagation z). Une deuxie`me harmonique est pre´sente sur les deux polarisations.
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Fig. F.3 – Vitesse et spectre en fonction de la distance de propagation.
On s’attendrait a` ce que la composante vx ne soit compose´e que d’harmoniques impaires (comme
sur la figure 3.5). Dans la direction perpendiculaire, vy devrait the´oriquement eˆtre nulle si l’onde
e´tait parfaitement plane, et compose´e de la deuxie`me harmonique seulement si la diffraction inter-
vient (lorsque l’approximation d’ordre trois est adopte´e). Pour les composantes d’ordre supe´rieur il
faudrait examiner les interactions successives. La deuxie`me harmonique polarise´e transversalement
vy est du meˆme ordre de grandeur que la troisie`me harmonique de vx.
La forme de la composante vy est quelque peu surprenante, car on s’attend a` ce que la deuxie`me
harmonique transverse soit une vibration harmonique. On constate sur les spectres qu’elle corres-
pond a` une superposition de composantes fre´quentielles paires et impaires (sans que le profil soit
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Fig. F.6 – Source 1D ge´ne´ration d’harmonique : composante perpendiculaire a` la barre vx, et son
spectre, en fonction de la distance de propagation z. Le signal fourni par le capteur de force et son
spectre sont repre´sente´s sur la premie`re ligne (z = 0 mm).
analogue a` celui d’une onde de compression choque´e). Nous avons pu ve´rifier nume´riquement que
la superposition de composantes centre´es a` f0 et 3f0 peut fournir des formes assez proches, en
ajustant les phases a` l’origine.
Si l’excitation de la plaque n’est pas un cisaillement pur (ce qui est difficile a` controˆler, mais
probable), la composante vy sera naturellement non-nulle (on retrouve alors le fondamental et
la troisie`me harmonique suivant y) et l’interaction des polarisations peut donner naissance a` la
fre´quence double (si leur distribution dans le plan xy n’est pas uniforme). La deuxie`me harmonique
sur vx n’est d’ailleurs pas visible sur toutes les expe´riences en ondes planes (voir 3.5), ce qui va
dans le sens de cette explication. Le cas de la source de dimension plus faible semble confirmer cette
interpre´tation.
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Fig. F.7 – Source 1D ge´ne´ration d’harmonique : composante paralle`le a` la barre vy, et son spectre,
en fonction de la distance de propagation z. Le signal fourni par le capteur de force et son spectre
sont repre´sente´s sur la premie`re ligne (z = 0 mm).
Composantes transverses avec la barre
Les figures F.6 et F.7 montrent les deux composantes du champ (polarise´es dans le plan per-
pendiculaire a` la direction de propagation) en fonction de la distance z. Ces signaux sont obtenus
comme pre´ce´demment avec l’e´chographe 2D. Dans les plans de syme´trie de la barre (plans yz et
xz passant par le centre, sur la figure 3.13), les de´placements sont the´oriquement nuls. Lorsque
la barre est paralle`le au plan de l’image (observation de vy), ce dernier ne doit pas eˆtre confondu
avec le plan de syme´trie de la barre xz. Il faut se placer en dehors de ce plan pour que l’amplitude
des signaux ne soit pas nulle. De meˆme, lorsque la barre est perpendiculaire au plan de l’image
(observation de vx) il faut que ce dernier ne soit pas confondu avec le plan de syme´trie de la barre
yz. Les trois polarisations pre´sentent une certaine similitude et bien que les re´sultats soient assez
bruite´s, il est possible d’identifier des harmoniques paires et impaires sur vx et vy.
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Applications de l’interaction d’ondes e´lastiques a` la mesure des proprie´te´s non-line´aires
des mate´riaux et a` la caracte´risation de champs de pression
Re´sume´ : Ce manuscrit pre´sente une e´tude de l’interaction non-line´aire d’ondes e´lastiques et de
diffe´rentes techniques de´die´es a` la mesure des proprie´te´s non-line´aires des mate´riaux et des champs
de pression.
Nous de´veloppons l’analogie entre fluides et solides pour les ondes longitudinales dans l’approxi-
mation quadratique. L’interaction de deux ondes (30 et 2,5 MHz), analogue a` une modulation de
phase, permet de mesurer les coefficients de non-line´arite´ de diffe´rents mate´riaux, sur des e´chan-
tillons d’environ 10 mm d’e´paisseur. Les re´sultats obtenus dans les fluides, les gels et les solides,
notamment graˆce aux ame´liorations de l’e´lectronique, montrent la souplesse de cette technique.
L’e´lasticite´ spe´cifique des solides mous rend possible des expe´riences de ge´ne´ration d’harmonique
et d’interaction d’onde de cisaillement, qui illustrent les caracte´ristiques de la non-line´arite´ cubique
et confirment l’influence des effets de diffraction. Ces derniers sont responsables de l’apparition
d’harmoniques paires. Le palpeur d’e´lastographie 1D constitue une configuration expe´rimentale qui
nous rapproche des applications.
L’interfe´rome´trie optique a e´te´ applique´e a` la mesure de fortes pressions dans l’eau (a` la focale
de transducteurs de forte puissance) et de tre`s faibles de´placements (induit par la contrainte de
radiation a` la surface des solides). Les ame´liorations de l’optique, de l’e´lectronique et du traitement
du signal rendent possible l’e´tude des phe´nome`nes d’acoustique non-line´aire.
Mots cle´s : Ultrasons, acoustique non-line´aire, interaction d’ondes, coefficients de non-line´arite´,
e´lastographie impulsionnelle, ondes de choc de cisaillement, interfe´rome´trie laser, modulation de
phase, fortes pressions acoustiques, contrainte de radiation.
Application of elastic waves interaction to the maesurement of nonlinear properties of
mate´rials and to high-pressure wave fields characterization
Abstract : This work presents a study of nonlinear elastic waves interaction, and different
experimental techniques devoted to nonlinear properties measurement and high-pressure wave fields
characterization.
The study develops an analogy between fluids and solids within quadratic approximation, i.e.
valid for longitudinal waves. The interaction of two longitudinal waves (30 and 2.5 MHz), equivalent
to a phase modulation, allows to measure the nonlinearity coefficient of different kinds of materials,
with samples thickness of order 10 mm. The results obtained in fluids, gels and solids, thanks to
electronic improvement, shows the flexibility of this method.
The specific elasticity of soft solids makes it possible to observe harmonic generation and inter-
action of shear waves, which are characteristic of the cubic nonlinearity and also confirms diffraction
and near field effects. This latter are responsible for odd harmonics apparition. The 1D. transient
elastography represents an experimental configuration which can be applied.
An optical interferometer was used to measure high-pressure wave fields (at the focus of high-
power transducers), and very small displacements (resulting from the radiation stress at the surface
of a solid sample). The bandwidth broadening of optical setup and the improvement of phase
detection methods make it possible to perform quantitative studies of nonlinear propagation phe-
nomenon.
Keywords : Ultrasound, nonlinear acoustics, wave interaction, nonlinearity parameter, tran-
sient elastography, shocked shear waves, optical interferometry, phase modulation, high-pressure
wavefields, radiation stress.
